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Enoncés

Intégration

Calcul de primitives

Exercice 1 [01960] [correction]
Déterminer les primitives suivantes :

a) /tet2 dt b)/ln—tdt c) d

t tint

Exercice 2 [00279] [correction]
Déterminer les primitives suivantes :

a)/costsintdt b)/tantdt c)/cos3tdt

Exercice 3 [00280] [correction]
Déterminer les primitives suivantes :

)/tht b)/ L )/Ldt
Y1ye e 7)) iee

Exercice 4 [01962] [correction]
Déterminer les primitives suivantes :

dt
a)/, b)/etcostdt c)/tsintetdt
w41

Exercice 5 [01961] [correction]
Soit A € C\R, a = Re(\) et b =Im(\). Etablir

% =In |t — M| + darctan (t;a) + C'e

Exercice 6 [03774] [correction]
Calculer pour tout = € R 'intégrale

/I dt
o 3+ cos?t

Calcul d’intégrales

Exercice 7 [o01964] [correction]
Calculer les intégrales suivantes :

a) /2(1t b) /1 dt C) /1/2 dt
L P o 1+ o V1—1t2

Exercice 8 [00284] [correction]
Calculer les intégrales suivantes :

27 2 1
t
2
a cos“tdt b / Intdt ¢ / de
) /0 ) 1 ) 0o V1+t2

Exercice 9 [01963] [correction]
Pour m,n € N, calculer

27
Iy = / cos(mt) cos(nt) dt
0

Exercice 10 [01547] [correction)]
Démontrer que, pour tout @ € R[X],

1 T
_ 0\ .10
/_1Q(t)dt— Z/O Q(e)ei? df

Exercice 11 [02508] [correction)]
Soit A un réel tel que |A| # 1
a) Etudier la fonction

b) Calculer

sinx

V1 =2\coszx + \2

/0” fa(@) da
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Enoncés 2

Propriétés de ’intégrale
Exercice 12 [o01965 ] [correction]

Soient f : [a,b] — R une fonction continue par morceaux et ¢ € |a, b].
Montrer que

I e I
b_a/a f(t)dtgmax (Hl f(t)dt,ml f(t)dt)

Exercice 13 [01966 ] [correction)]
Soit f : R — R continue et 7" > 0. On suppose que

x+T
/ f(t)dt =

Montrer que f est périodique.

Exercice 14 [01967 ] [correction]
Soit f : [a,b] — R continue. Montrer

/a " foyat

Exercice 15 [01767 ] [correction]
f étant continue sur [a, b] et & valeurs dans R, trouver une condition nécessaire et

suffisante pour que
b b
/ﬂ@mz/Wmmm

Exercice 16 [03051 ] [correction]
Soient (a,b) € R? avec a < b et f € C%([a,b],C).
A quelle condition portant sur f a-t-on

Kﬂ—fvw

b
= / |f(t)| dt si, et seulement si, f > 0ou f <0
a

Exercice 17 [01968] [correction]
Soit f:]0,1] — R continue telle que

! 1
/0 fleyde =,

Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 18 [01969 ] [correction]
Soit f : [a,b] — R une fonction continue.
Montrer :

b
Je € Ja, B[, ﬁ / F(t)dt = f(e)

Exercice 19 [01970] [correction]

[Formule de la moyenne]

Soient f, g : [a,b] — R continues avec g > 0.
Montrer qu'’il existe ¢ € [a, b] tel que

b b
/fwwwh#@/gwm

Exercice 20 [ 03092 ] [correction]

[Seconde formule de la moyenne]

Soient f,g: [a,b] = R deux fonctions continues avec f décroissante et positive.
a) Pour n € N* on pose

(b—a)

Ap+41
Sn:Zf(ak)/ g(t)dt avec a, = a+ k

Montrer que

b
S [ fOuat
b) On introduit G la primitive de g s’annulant en a.
Montrer que

f(a)r[nig]lG <8, < f(a)r[naﬁ(G
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Exercice 23 [01972] [correction]
Soient (a,b) € R? tel que a < b, f : [a,b] — R continue et n € N telle que

¢) En déduire qu’il existe ¢ € [a, b] vérifiant

b c
[ 109wt = sa) [ gte)ar »
a a Vke{o,l,...,n},/ t"f(t)dt =0
d) Soient f,g: [a,b] — R continues avec f monotone. ) o )
Montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que Montrer que la fonction f s’annule au moins n + 1 fois sur [a, b].
Exercice 24 [01973] [correction]
Soit f :]0,1] — R continue. Montrer que f posséde une unique primitive F' telle
que

b c b
/ F()g(t)dt = f(a) / o) dt + £(b) / oft) dt

1
Exercice 21 [03188] [correction] / Ft)dt =0
Soit f une fonction réelle de classe C* positive et décroissante sur I = [a, b]. 0

Soit g une fonction continue sur I. On définit G : I — R par la relation

Exercice 25 [01974] [correction)]

Glz) = / () dt
a) Montrer qu'’il existe m, M € R tel que
G ([a,0]) = [m, M]

Soit f : [a,b] — R. Montrer que la fonction

b
x> / f(t) sin(at)de

est lipschitzienne.

b) Montrer que

Exercice 26 [02642] [correction)]

Soit f : [a,b] — R une fonction en escalier.

Montrer qu'il existe une subdivision o du segment [a, b] adaptée & f telle que
toute autre subdivision adaptée & f soit plus fine que o.

b b
[ s = rmce - [ rocea
¢) En déduire qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

Exercice 27 [02966] [correction)]
Soient f :[0,1] — R continue telle que

b c
/ F(Hg(t)dt = f(a) / o(t) dt

1
Exercice 22 [01971] [correction] /0 f(t)dt=0
Soit f : [0, 7] — R continue.

. m le minimum de f et M son maximum.
a) Montrer que si

T et — 0 Prouver )
| H(®sintdt = / Pt dt < —mM
0

alors il existe a € ]0,7[ tel que f s’annule en a.

b) Montrer que si Exercice 28 [02967] [correction)]

Soient f et g deux fonctions croissantes et continues sur [0, 1]. Comparer

/Olf(t)g(t) dt et (/Olf(t) dt) x (/Olg(t) dt)

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD

/Tr f(t)sintdt = /Tr f(t)costdt =0
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Limite d’intégrales

Exercice 29 [o01978] [correction]

Déterminer les limites suivantes sans pour autant calculer les intégrales

correspondantes :

T 2z dt 2z
a) lim sint?dt  b) lim — ¢) lim /
z—0+ J_ . z—+oo [ Int z—+too [

Exercice 30 [00286] [correction]

sint
—d

Déterminer les limites suivantes sans pour autant calculer les intégrales

correspondantes :
2r t 2x 1/t 2x
t 1/t
a) lim ° b) lim Cat ¢) lim cos(1/t)
z—0+ z—+o0 [, t z—+oo [, t

Exercice 31 [01976] [correction]
Soit f : [0,1] — R continue. Montrer que

n—oo

1
/ " f(t)dt — 0
0

Exercice 32 [o01977] [correction]
Soit f : RT — R continue. Déterminer

Intégration par parties

Exercice 33 [01979] [correction]
Déterminer les primitives suivantes :

a)/tlntdt b) /tarctantdt f)/tsin?’tdt

Exercice 34 [00263] [correction]
Déterminer les primitives suivantes :

dt

a)/(t2—t+1)e_tdt b)/(t—l)sintdt c) /(t+1)chtdt

Exercice 35 [01980] [correction]
Calculer les intégrales suivantes :

™

1 e e
a)/o In(1 4 %) dt b)/1 t" Intdt(avec n € N) C)/1 sin(Int) d¢

Exercice 36 [ 00287 [correction]
Calculer les intégrales suivantes :

1 1/2 1
a) / arctantdt D) / arcsintdt c¢) / tarctantdt
0 0 0

Exercice 37 [01981] [correction]
Soit f : [a,b] — R de classe C!. Montrer que

lim /b f(t)sin(nt)dt =0

n—-+oo a

Exercice 38 [03089] [correction)]
Soient (a,b) € R?, u € R™ et f € C%([a,b],R) telles que

Vz € [a,b],|f (z)] = p et f" monotone

Montrer :
1

b
/ e2i7‘(f(t) dt < _

17

Changement de variables

Exercice 39 [o01982] [correction)]
Déterminer les primitives suivantes en procédant par un changement de variable

adéquat :
/ / Intdt 0 / et dt
Vi+ \F t+t(Int)? et +1
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Exercice 40 [00290 ] [correction]
Déterminer

/ dt
tVit2 — 1

Exercice 41 [o01983] [correction)]

Calculer les intégrales suivantes via un changement de variable adéquat :

) / dt b) / dt 0 /1 dt
1 t+t(Int)2 1 tVInt+1 o et +1

Exercice 42 [ 00260 ] [correction]
Calculer les intégrales suivantes via un changement de variable adéquat

1 1 21 t
a)/ V1—t2dt b)/ £2V1—2dt o) %dt
0 0 1

Exercice 43 [o01984] [correction]

a) Observer
/4 /4
/ In(cost)dt = / In cos (E — t) dt
0 0 4

w/4
/ In(1 + tant)dt
0

b) En déduire

Exercice 44 [o01985] [correction]

a) Montrer que
/2 t /2 int
/ cos T / sin g =
0 cost +sint 0 cost +sint

N

b) En déduire

/1 dt
o V1I—t2+t

Exercice 45 [01986] [correction]
Soit f : [a,b] — R continue telle que

Vo € [a,8], fla+b—g) = f(x)

Montrer que

/abxf(a:)da:: a;—b/abf(x)dx

Exercice 46 [ 00188 ] [correction)]
a) Soit f € C([0,1],R). Etablir

T LA
/Otf(smt)dt=§/o f(sint) dt

b) En déduire la valeur de

I _/” rsin?(z)
" Jo sin?™(z) + cos?n(z)

Exercice 47 [03337] [correction)]
a) Etudier les variations de la fonction = + 322 — 223,
b) Soit f :[0,1] — R continue. Montrer

3/2 1
/ f(32% —22%)da = 2/ f(32% — 22%) da
0

—1/2

Exercice 48 [03193] [correction)]
Pour a et b des réels tels que ab > 0, on considere

b 2
11—z
I(ab)= | —————dz
(a.6) /a(1+x2)\/1+x4

a) Calculer I(—b,—a), I(1/a,1/b) et I (1/a,a) en fonction I(a,b).

b) Pour a,b > 1, calculer I(a,b) via changement de variables v = x 4+ 1/x puis
v=1/t

¢) Montrer que la relation ainsi obtenue est valable pour tout a,b tels que ab > 0.
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Fonction dont la variable est borne d’intégration

Exercice 49 [o01987] [correction]

Soit f : R — R une fonction continue.

Justifier que les fonctions g : R — R suivantes sont de classe C! et exprimer leur
dérivée :

o= [ oa v = [ efoa o= [ s

2x

Exercice 50 [o01988] [correction]
Soit ¢ : R — R la fonction définie par :

ht
p(t) = ST pour ¢ # 0 et ¢(0) =1

Soit f : R — R définie par :
2x
f = [ e
a) Montrer que f est bien définie et étudier la parité de f.

b) Justifier que f est dérivable et calculer f'(z).
¢) Dresser le tableau de variation de f.

Exercice 51 [01989] [correction]
Soit f : [0,1] — R continue. On définit F' : [0,1] — R par

F(z) = /0 min(z,t) f(t)dt

a) Montrer que F est de classe C? et calculer F”'(z).

b) En déduire
T 1
Pla) = /0 / F(t)dtdu

Exercice 52 [01990] [correction]
Soit g : R — R une fonction continue.
On pose, pour tout = € R,

flz) = /01‘ sin(z — t)g(t)dt

a) Montrer que f est dérivable et que

fl(x) = /093 cos(t — x)g(t)dt

b) Montrer que f est solution de ’équation différentielle y"" 4+ y = g(z).
c¢) Achever la résolution de cette équation différentielle.

Exercice 53 [01991 ] [correction)]
Soient f: R — R de classe C! et F: R* — R définie par

Va #£ 0, F(x) = % ’ f®)dt

a) Montrer que F' peut étre prolongée par continuité en 0. On effectue ce
prolongement.

b) Montrer que F est dérivable sur R* et exprimer F’(z) & l'aide d’une intégrale
¢) Montrer que F' est dérivable en 0 et observer F’(0) = 0.

Exercice 54 [ 00276 ] [correction]
Pour = €]0,1[, on pose

2

Tode
<P($>—/x Int

a) Montrer que ¢ est bien définie et que cette fonction se prolonge par continuité

en 0eten 1.
b) En déduire la valeur de
1
-1
/ i dx
o Inzx

Exercice 55 [o000ss8 ] [correction)]
Soit f continue de R dans R telle que

2y+x
V(z,y) € B2, f(z) — f(y) = / f(t)dt

Montrer que f est de classe C! et déterminer f.
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Exercice 56 [00057 ] [correction]
Soit f € C1([0,1],R) avec f(0) = 0.
a) Montrer que

1 1t
2 1 1(4\2
/0 f@t) dt<2/0 fl)=de

b) Si f(1) = 0, améliorer I'inégalité obtenue en a).

Exercice 57 [03183] [correction]

a) Déterminer le domaine définition A = Dy de la fonction f qui & x réel associe :

r+1
fle) = /z \/t?’t-i- 1 at

b) Déterminer la limite puis un équivalent simple de f(x) lorsque = tend vers +oo.

¢) Avec le logiciel de calcul formel, déterminer les développements asymptotiques
en 400 jusqu’au terme o (ﬂ%) de la fonction

xH/Mdt
. Vit
puis de f.

Démontrer lexistence de ce développement asymptotique de f(z) en s’aidant du
logiciel pour les calculs d’intégrales nécessaires.

d) Etudier les variations de f sur A.

e) Avec le logiciel de calcul formel, donner une valeur approchée du maximum de
f sur A et de son abscisse. Visualiser le tracé du graphe de f.

Exercice 58 [033s80] [correction]
Soit f : [0,1] — R continue vérifiant

1f(t)dtzo

0

Montrer qu’il existe € ]0, 1] vérifiant

/mtf(t)dt:O
0

Suite dont le terme général est défini par une
intégrale

Exercice 59 [01994] [correction)]
Pour p et ¢ entiers naturels, on pose :

I, = /b (t— a)P(b— )7 dt

a) Former une relation de récurrence liant I, ¢ et Ipyq1 q—1.
b) Donner une expression de I, ; & 'aide de factoriels.

Exercice 60 [01997] [correction]
[Intégrales de Wallis]
Pour n € N, on pose

/2
I, :/ sin” t dt
0
/2

a) Montrer que I,, = o cos"tdt et I,, >0
b) Montrer que pour tout n € N, on a

n—i—lIn
n—+ 2

In+2 -

c¢) Donner une expression de I, a I'aide de factoriels en distinguant les cas n = 2p
et n=2p+1.
d) Etablir que pour tout n € N,

(n + I)In+lln = g et In+2 < InJrl <I,

e) Déterminer un équivalent de I,,.

Exercice 61 [01992] [correction)]

On pose, pour n € N
1
1 _ n
I, = / a-o=n e’ dx
0 n'

a) Montrer que la suite (I,,) tend vers 0.

b) Montrer que
1
I=——+1I,
(n+ 1! +int
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¢) En déduire que

w1
e=lim » -
k=0

Exercice 62 [01993] [correction]
Pour n € N, on pose

In:/ (Inz)" dz
1

a) Calculer I et I;.
b) Etablir une relation liant I, et I,,41.
¢) En déduire que

e
YVneN 0<I, < ——
n e N, <n<n_"_1

d) Déterminer la limite puis un équivalent simple de (I,,) .
e) Soit (uy,) une suite réelle définie par

up=aetVn € Nyu,y1 =e— (n+1)u,

On suppose que a # Iy, montrer, en étudiant D,, = |u,, — I,,|, que |u,| — +oo.

Exercice 63 [01995 ] [correction]
Soient n € N et € 10, 7].
a) Justifier 'existence de

I :/ cos(nt) — cos(nx) gt
0

cost —cosx

b) Exprimer I,,. On pourra commencer par calculer I, 1 + I,,—1.

Exercice 64 [01996 ] [correction]
Pour n € N, on pose
Vode
tn = /0 14+ 2m
a) Calculer ug, u1, us.
) Montrer que (u,) est une suite strictement croissante.
)

b
c¢) Montrer que u,, — 1.
d) Etablir

1 1

ndr 2 1

vneN*,/ u:H——f/ In(1+ 2") dz
o 1+an n n Jo

e) Montrer que
1

lim In(1+2")dz=0

n—oo 0

In2 (1)
Up=1——+o0| —
n n

Sommes de Riemann

et en déduire que

Exercice 65 [01998] [correction)]
Déterminer les limites des suites définies par le terme général suivant :

" n " k = 1
" p - e
Ve D e C);m

k=1 k=1

Exercice 66 [01999] [correction]
En faisant apparaitre une somme de Riemann, déterminer un équivalent simple de

S, = zn:\/é
k=1

Exercice 67 [00744 ] [correction]
Déterminer la limite de la suite de terme général

()

-

Exercice 68 [o02785] [correction)]

n 1/n n 1/n
Etudier les limites de (H (1+ Z)) et de (H (1+ 752)) .
k=1

Exercice 69 [027s86] [correction]
Calculer les limites de

lorsque n — 400.
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Exercice 70 [o02787] [correction]

SineN*etzeR,soit fr(z) = QIH(TM)
k=1

Soit x,, le plus petit réel strictement positif en lequel f,, atteint un maximum

local. Calculer lim f, ().

Exercice 71 [o02823] [correction]

Soient f:R — R convexe, a,b réels avec a < b, g : [a,b] — R continue. Montrer

que

b b
f(bl / g(t)dt> <5 [ fawar

Exercice 72 [00193] [correction]
Soit f: [0,7] — R de classe C1.
Déterminer la limite quand n — +oo de

/7r f (@) |sin(nt)| dt
0

Exercice 73 [03198] [correction]
Déterminer un équivalent quand n — +oco de

1
tn = Z (n 4+ 2k)3

k=1

Exercice 74 [o03768] [correction]
Etudier la suite suivante

r)+r@)+---4r(n)

Up =
n

avec r(k) le reste de la division euclidienne de n par k.
Indice : étudier la suite suivante

(n—rW))+n=-r2)+---+{0-rn)

Un =
n2

Formules de Taylor

Exercice 75 [02000] [correction)]
Soit ¢ : [0,1] — R une fonction continue.

Déterminer les fonctions f : [0,1] — R, deux fois dérivables, telles que

fO)=f1)=0et f"=g

Exercice 76 [02001] [correction]
Montrer que pour tout n € N et tout z € R

n+1

" || el®l
T _ - < = =
“ -2 (n+1)!

En déduire

Exercice 77 [02002] [correction]

En appliquant l'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction « +— In(1 + z) entre 0

et 1, montrer que :

1
I m o m g In2
sty gttt T o™

Exercice 78 [02003] [correction]
Soient f : R — R de classe C% et a € R.

Déterminer
L fath) = 2f(a) + fla )
im
h—0 h2
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]
a) On reconnait une forme u’e"

1 -
/tet2 dt = ietz + Cte

b) On reconnait une forme u'u
Int 9 ‘e
—dt=-(Int)*+C

¢) On reconnait une forme v'/u

dt ‘e

Exercice 2 : [énoncé]
a) C’est une forme v'u donc

1
/costsintdt =3 sin?t + C**
b) C’est une forme v’ /u donc

/tantdt = —In|cost| + C*

c) On se raméne & une forme u'u? via cos?t = 1 — sin? ¢

. 1 .
/cosdtdt:/costf/costsinzt:sintfgsin3t+Cte

Exercice 3 : [énoncé]
Dans chaque cas on reconnait une forme v’ f(u)

a) fli%dt $In |1+ 83| 4+ C* sur |—o0, —1[ ou |—1, +00|.
b)f\/ltJrT t =+vV1+1t2+ C% sur R.
¢) [ i34 dt = 3 arctan > + C' sur R.

Exercice 4 : [énoncé]
a) En isolant partie réelle et imaginaire

/ dt _1/ dt ——i/t+idt

it+1 i) t—i 241
dt )

/it+1 = arctant — %ln(tQ—i—l) + Cte

/et costdt = Re (/ e(1+i)tdt)

/e(1+i)t Q= 1 () e
147

puis

b) On observe

donc o
/e costdt = 5 —(cost + sint) + C*®

/tsin tetdt = Im (/ te(1+0t dt)

et par intégration par parties

/te(l-l-i)t dt = t+ 2(21 ) (1+z + Cte

¢) On observe

donc .
/tsintetdt = %(tsint-i— (1 —t)cost) + C*®

Exercice 5 : [énoncé]
On peut écrire
1 t—a+ib t—a b

P N T Py Rl U Py R T Py >

or

t— 1
/Mﬁdtz§1n|(t—a)2+bz|+cte=1n|t—)\|+Cte

b t—
/(t—oowdf—afctan s o

puis la formule proposée.
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Exercice 6 : [énoncé]

L’intégrale est bien définie et détermine la primitive s’annulant en 0 de la fonction

continue

1

T oo
3 4+ cos? x

Notons F' cette primitive.

Pour calculer, 'intégrale on est tenté de procéder au changement de variable

u = tant mais celui-ci n’est possible que pour = € |—7/2,7/2[ et alors

tan du 1 \/g
F = = t —t
(2) /O 0538 23 arctan < 5 an:v)

™

43

Par continuité
F(r/2)= ——= et F(—7/2) = —

Puisque la fonction intégrée est m-périodique, on a
F(z+n)—F(z)=C"

avec -
C'* = F(n/2) — F(-1/2) = —
(v/2) ~ F(-r/2) = ;72
On peut alors calculer F'(x) en commengant par déterminer k € Z tel que
z+krel-n/2,7/2]
puis en exploitant
km

F(sc)zF(x—Fkﬂr)—ﬁ

avec

1
F(xz + kn) = —= arctan <\/§ tan x)
2v/3 2

Exercice 7 : [énoncé]
Dans chaque cas la détermination d’une primitive est (assez) immédiate

a)
/2dt 1Pt
Lt 2

/1 dt farctant]! = ™
= |arctan = —
o 1+1¢2 04

)

2 g
.oql/2 T
[ t -
/0 — [arcsin t] 5
Exercice 8 : [énoncé]
a) En linéarisant
2m 2m . 2m
1 2t t 2t
/ cos2tdt:/ —i—(:()sdt:[+81n ] =
0 0 2 2 4 1o

b) On connait une primitive du logarithme ou l'on intégre par parties
2
/ Intdt = [tlnt — ] =2In2 -1
1

¢) On reconnait une forme u'//u

/Ollitzdt—[mr}—ﬁl

Exercice 9 : [énoncé]
Sim =mn =0 alors

Sim =n # 0 alors

27 2m 1 1
Iy = / cos? (nt)dt = / —+ —cos(2nt)dt ==
’ 0 o 2 2

Si m # n, en exploitant

cos(mt) cos(nt) = % (cos(m + n)t 4 cos(m — n)t)

on obtient
1 27 1 2 . ¢ 27 . _ ¢ 27
L = */ cos(m + n)tdt+7/ cos(m —n)tdt = [sin(m + n)f], + [sin(m —n)tly" _
' 2 Jo 2 Jo 2(m +n) 2(m —n)
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Exercice 10 : [énoncé]

Par linéarité de l'intégrale, il suffit de vérifier la relation pour Q = X" avec n € N.

D’une part

1 1_(_1)n+1
n+1 o
/Q )t = [ s ]_1n+1

et d’autre part

™ . 1 ) &
0\ .10 do = i(n+1)0 _
/O Q(e )e Z(n + 1)e 0

Si n est impair alors

ei(n+1)7r -1
in+1)

1 s
/ Q(t)dt =0 = —i/ Q(e)e” do
0

-1

Si n est pair alors

R Ry e

et la relation voulue est encore vérifiée.
Une alternative plus courte, mais moins élémentaire consister a exploiter que la
forme différentielle

w(z,y) = Q(z)dz = Q(z + iy) (dz + idy)
est exacte et que donc son intégrale curviligne le long d’un pourtour fermée est

nulle.

Exercice 11 : [énoncé]
a) On peut écrire

1—2\cosw + A% = (A —cosx)? +sin’z

et par conséquent 1 — 2\ cosx + A? > 0 pour tout z € R car |\| # 1.

La fonction f) est donc définie sur R. Elle est de classe C*°, 2m-périodique et
impaire. Nous limitons son étude & I'intervalle [0, 7].

Le cas A = 0 est immédiat puisque fo(x) = sinz. On suppose dans la suite A # 0.
On a

cosx(l —2Xcosz + A\2) — Asin?z

(1 —2Acosx + /\2)3/2

() =

fi(z) est du signe de

M cos(x) —

A1+ cos? z) 4+ cosx = (Acosz — 1)(\ — cosx)

Cette expression s’annule en changeant de signe pour cosz = A ou cosz = 1/\.

Pour |)\| < 1,
x 0 arccos A 0
fi(x) + 0 -
falz) |0~ 1 N 0
Pour [A] > 1,
x |0 arccos 1/ T
Al |+ 0 -
falz) |0~ 1/A N O

b) Pour A =0, on a
/ fo(z) dx :/ sin(z)dz = 2
0 0

Pour A\ # 0, on peut directement calculer 'intégrale en reconnaissant une former

u’/y/u. On obtient

! 1 T4 A = 1A
/0fk(x)dgﬂz)\{\/1—2)\005354—)\2}0:| + |>\| |
Pour |[A] < 1,
/fx(x)dx:Q
0
Pour |[A] > 1,

T 2
/0 fin(z)de = B

Exercice 12 : [énoncé]
Supposons
1 [ 1P
IEE / /
c—aj, b—c /.
On a alors
b c b
IREIRATRE =7N
a a c c—a
Le cas

bic/ff
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Exercice 13 : [énoncé]

On introduit F' une primitive de la fonction continue f.

La fonction  — F(x + T) — F(x) est constante, elle est donc de dérivée nulle et
par suite f(z +T) — f(z) =0.

Exercice 14 : [énoncé]

(<) ok

(=) Si f: f > 0 alors f:f = f; |f| donne f: |f(t)] — f(t)dt = 0. Or la fonction
|f| — f est continue et positive donc elle est nulle.

Le cas f; f < 0 est semblable.

Exercice 15 : [énoncé]

Montrons que ’égalité proposée a lieu si, et seulement si, la fonction f est de
signe constant

Si f est positive alors |f| = f et donc Iégalité a lieu.

Si f est négative alors |f| = —f et & nouveau 1’égalité a lieu.

Inversement, supposons
b b
/1¢=/|ﬂ
a a

[fj[U

[ 5@ = s@ds =0

La fonction | f| — f est continue, positive et d’intégrale nulle, c’est donc la fonction
nulle. Par suite f = |f| et donc f est positive.

Si f; f = 0 alors on obtient

et donc

Si f: f <0, I’étude en analogue en observant

b
/‘uun+ﬂmdx=o

Exercice 16 : [énoncé]
b b
=15
On peut écrire f: f=re? avec r = ’f; f‘ et 6 € R.

Supposons

Considérons alors g : t +— f(t)e .
b b b b

Ona ['g=1/[ f’ € R donc [ g= [ Re(g).
Or |g| = |f] et 'hypothese de départ donne f(f lg| = f: Re(g) puis

b
J. 191 = Re(g) = 0.
Puisque la fonction réelle |g| — Re(g) est continue, positive et d’intégrale nulle,
c’est la fonction nulle.
Par suite Re(g) = |g| et donc la fonction g est réelle positive.

Finalement, la fonction f est de la forme t — g(t)e? avec g fonction réelle positive.
La réciproque est immédiate.

Exercice 17 : [énoncé]
La fonction ¢ : ¢t — f(t) — t est définie, continue sur [0, 1] et

/Olap(t)dt:/olf(t)dt—;zo

donc ¢ s’annule.

Exercice 18 : [énoncé]
Posons

1 b
n=g=s | s

La fonction ¢ : t — f(¢) — p est définie, continue sur [a, b] et

b b
[ ewai= [ roa—uo-a=o

donc ¢ s’annule.

Exercice 19 : [énoncé]

Si f; g(t)dt = 0 alors g = 0 (car on sait g continue et positive) et le probleme est
immédiatement résolu.

Sinon, puisque f est continue sur le segment [a, b], elle admet un minimum et
maximum en des points c et d.

Posons m = f(c) et M = f(d).

Par positivité de la fonction g, on a

mg(t) < f(t)g(t) < My(t)
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donc Or G(ap) = G(a) = 0 et puisque la fonction f est décroissante et positive
f f n—1
fg Sn < flan— 1M+Z (ag—1) — f(ag)) M avec M = max G

1l suffit alors d’appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires entre c et d pour
conclure.

Exercice 20 : [énoncé]
a) En exploitant la relation de Chasles, on peut écrire

Sn—/abf(t) )dt = Z/am

Soit € > 0. Puisque f est continue sur le segment [a, b], elle y est uniformément
continue et donc il existe a > 0 tel que

— f(1)) g(t)dt

Vs,t € [a,n],|s—t| <a=|f(s)— f(t)] <e

a et alors pour tout t € [ag, ag41] on a
f@®)] <e. On en déduit

n—1 g1
<Z/ elg(t)] dt < eM
k=0 "%k

o [ 10

b) En exprimant l'intégrale a 1’aide de la primitive G

Pour n assez grand, on a |(b—a)/n| <
lar — t] < a donce |f(ax) —

b
S — / F(t)g(t) dt

Par suite

(b—a) avec M = sup|y|
[a,b]

Su= 3" flar) (Glarss) — Glax)
k=0

En séparant la somme en deux, puis en procédant a un décalage d’indice sur la
premiere

n n—1
Sn= Y flar-1)G(ar) = > flan)G(ax)
k=1 k=0
puis en recombinant les deux sommes
n—1
Sp = flan-1)G(an) + Y _ (flar-1) = f(ar)) G(ax) — f(ao)G(ao)
k=1

[a,b]

Enfin par télescopage
Sn < flao)M = f(a)M

De facon symétrique, on a aussi

Sy = f(a)m avec m = r[nig}lG

¢) En passant & la limite ce qui précéde, on obtient
b
< [ f0g0at < s
a

Si f(a) = 0, le probléeme est immédiatement résolu, sinon, ce qui précede affirme
que

est valeur intermédiaire & deux valeurs prises par G et le théoréme des valeurs
intermédiaires permet de conclure.

d) Quitte & considérer —f, ce qui ne change rien au probléme posé, on peut
supposer que la fonction f est croissante. En appliquant le résultat précédent a la
fonction t — f(b) — f(t) décroissante et positive, on peut affirmer qu'il existe

¢ € la, b] tel que

et il suffit de réorganiser les membres de cette identité pour former celle voulue.

Exercice 21 : [énoncé]

a) La fonction G est continue donc 'image d’un segment est un segment.
b) Il suffit de procéder a une intégration par parties.

¢) Puisque la fonction —f’ est positive, on a

b
m (f(a) — F(b)) < — / FOGE) dt < M (f(a) — (b))
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et donc

b
mf(a) + [G(b) — m] (b) < / F(D)g(t) dt < M f(a) + [G(b) — M] F(b)
puis ,
mf(a) < / F(B)g(t) dt < Mf(a)

Ainsi, que f(a) soit nul ou non, il existe ¢ € [a, b] tel que

b
/ f(Hg(®)dt = f(a)G(e)

Exercice 22 : [énoncé]

a) [o f(t)sintdt =0 et t — f(t)sint est continue donc il existe a € ]0, [ tel que
f(a)sina=01ie. f(a) =0.

b) Par absurde si f ne s’annule qu’une seule fois alors le tableau de signe de f
est de 'une des quatre formes suivantes

t 0 a s t 0 a s
f&)1o + 0 + 0P| f®H)|0O — 0 — O
t 0 a s t 0 a s

FOlo + 0 — o|™[f®l0o — 0 + o

Les deux premiers cas sont a exclure car

/7T f(t)sintdt
0

est l'intégrale nulle d’une fonction non nulle de signe constant.
Les deux autres cas sont a exclure car

/ f@)sin(t — a)dt = cosa/ f(@t)sintdt — sina/ f(t) costdt
0 0 0
est 'intégrale nulle d’une fonction non nulle de signe constant.

Absurde.

Exercice 23 : [énoncé]
Notons que 'hypothése initiale donne par linéarité que pour toute fonction
polynomiale P de degré < n

/bP(t)f(t) dt =0

Par I’absurde supposons que la fonction f ne s’annule pas plus de n fois et notons
z1 < ...<xp (avec p < n) les points ol f s’annule tout en changeant de signe.
On peut dresser le tableau de signe de la fonction continue f et affirmer que la
fonction

z— (z—x1)...(x —xzp) f(x)

est de signe constant. Or cette fonction est continue et d’intégrale nulle, c’est donc
la fonction nulle. Il en découle que la fonction f est nulle sur [a,b]\ {z1,..., 2}
puis nulle sur [a, b] par argument de continuité.

Exercice 24 : [énoncé]
Unicité : soient F' et G deux primitives solutions. Il existe C' € R tel que

F=G+C.
1 1
/ F=0= / G
0 0
donne alors C =0 puis F' = G.
Existence : Posons F(z) = [ f(t) dt. La fonction
1
F:xw— F(x) —/ F(u)du
0
résout le probléme.

Exercice 25 : [énoncd]
Posons g(z) = fab f(t)sin(zt) dt.

b
o) = 9(0) = [ (0 (sin(at) — sin(u))
Puisque la fonction sinus est lipschitzienne
Isin(at) —sin(yt)| < |z —y|[¢]

donc
b
9(2) — g()| < |z — 9] / ££(1)] dt

Ainsi g est lipschitzienne.
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Exercice 26 : [énoncé]

Soit A l’ensemble des n € N tel qu’il existe une subdivision o = (ag, ..., a,)
adaptée a f.

A est une partie non vide de N, elle posséde donc un plus petit élément p.
Il existe une subdivision o = (ay,...,a,) adaptée & f.

Montrons que toute subdivision o’ = (bg, b1, ...,
Par ’absurde : supposons 3i € {1,2,...,p — 1} tel que a; ¢ {bo,b1,...,bn}.

On peut alors affirmer qu’il existe j € {1,2,...,n} tel que a; € [bj_1,b;].
Comme o et ¢’ sont adaptées & f on peut affirmer que f est constante sur
lai—1,a;[,]ai, ai41] et ]bj_1,b;[ puis que f est constante sur Ja;_1, Git+1].

Par suite la subdivision ¢’ = (aq, ... ap) est adaptée & f or cela
contredit la définition de p.

s A1, Q15+ -y

Exercice 27 : [énoncé]

La fonction t — (M — f(t))(f(¢t) — m) est positive donc

[ ar = s - myar >0

En développant et par linéarité, on obtient —mM — fol f2(t)dt > 0 sachant
[ f(t)dt =o.

On en dedult I’inégalité demandée.

Exercice 28 : [énoncé]
Nous allons établir I'inégalité

(/Olf(t) dt) X (/Olg(t) dt) < /Olf(t)g(t) at

On peut commencer par observer que si cette inégalité est vraie pour f et g, elle
l’est encore pour f+ Aet g —|— ,u avec A, € R. On peut donc, sans perte de
généralités, supposer fol f) fo t)dt = 0 et il s’agit alors d’établir
1
S F(g(tydt > o.
11 existe alors a € [0, 1] tel que f(x) < 0 pour = € [0,a] et f(z) >
11 existe aussi b € [0, 1] tel que g(x) < 0 pour = € [O, b] et g(z) = 0 pour z € [b,1].
Quitte a échanger f et g, on peut supposer a < b.
1
) dt +/ ft)g(t)de
b

1 a b
Ammmﬁéﬂmwwlﬂm@

by,) adaptée a f est plus fine que o.

0 pour z € [a, 1].

>Ocarf() g(t) < 0 sur [0,a].
)g(t)dt > f(b) [ g(t) dt car f(t) < f(b) et done f(t)g(t) > f(b)g(t) puisque
0.

( (t)g fb

On en dedult

t)dt car f(t) = f(b) et donc f(t)g(t) = f(b)g(t) puisque

1 1
| swswanz o [ gwazo
0 a
et on peut conclure.

Notons que la comparaison
1
dt) < / ft)g(t)de
0

(AlﬂwdQ><(Almw

ne peut étre améliorée car c’est une égalité quand f et g sont des fonctions
constantes.

Exercice 29 : [énoncé]
a) Quand x — 07,

T T xT
‘/ sintzdt’ g/ ysint2\dt</ Ldt=2z—0
—x —x -z

donc [* sint*dt — 0.
/QLC dt /23} dt
- < -
. In2z » Int

b) Quand z — +o0,
donc

T /% dt

- < -

In 22 . Int

puis

2z 2z

t t 3t
/ sin df — _cos _ / co; q
x t T x t

2x 2x 2x

t dt 1
[l < [ wlH] o
- 12 s U t],
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donc )
T sint
/ —dt—0
= t

Exercice 30 : [énoncé]
a) Quand x — 07, par croissance de la fonction exponentielle

2r x 2t 2z 2x
/ S a g/ Car </ Cat
z z ¢ z

2x et
e®1n 2 g/ ?dt <e**In?2

2x et
/ —dt - In2
z t

b) Quand z — 400, par décroissance de la fonction ¢ — e

2z 1/2z 2z 1/t 2z 1/x
/ ¢ dtg/ e—dtg/ ¢ a

2z 1/t
el/wln2/ ertéel/%an

donc

puis par encadrement

1/t

donc

puis par encadrement

2x el/t

¢) Quand x — +o0, pour x assez grand, la fonction ¢ — cos(1/t) est croissante sur
[x, 22] donc

N

2x
cos 1 ln2</ Mdtgcos i In2
x " t 2z

et par encadrement
2z
1/t
/ M dt — In?2

2x 2x
/ cos(tl/t) dtg/ cos(1t/2:17) gt

puis

Exercice 31 : [énoncé]
f est continue sur un segment, elle y est donc bornée par un certain M et alors

1 1 1 M
/t”f(t)dt </ |t”||f(t)|dt<M/ mar= 1 g
0 0 n+1

0

Exercice 32 : [énoncé]

On a
1 [ 1 [
L[ rwa-so| <1 [Cro- o

x

Par la continuité de f en 0, Pour tout € > 0, il existe a > 0 vérifiant
Ve eRY, 2 < a = |f(@) - F(O)] <=

et donc

i/oxf(t)dt—f(o)’ <e

On peut donc conclure que

On peut aussi tres efficacement obtenir le résultat en introduisant une primitive
de f et en exploitant

Exercice 33 : [énoncé]
a) Par intégration par parties

t2 + th

1 1 1 1
1 = - 21 — — = — 21 _ =
/t ntdt 2t nt /2tdt 275 nt 1

b)Par intégration par parties

/t tan tdt 1t2 tan ¢ 1/ £ dt
arctan = — arctant — — S a——
2 2/ 1+¢

puis en écrivant
2 ) 1
2+1 1+
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on obtient

/tarctantdt = - ((* + 1) arctant — t) + C*

N =

c) En écrivant sin®¢ = 1 — cos? ¢
/tsinstdt: /tsintdtf/tsintcosztdt

/tsintdt =gint — tcost + C*

D’une part

D’autre part, par intégration par parties

1 1
/tsintcothdt = —gtcosgt—i— g/cos?’tdt

1
/cos3 dt = /costdt — /costsin2tdt =sint — gsin?’t

2 1 1
/tsin?’tdt = gsint—tcost—i— gtcos?’t—f— §sin3t—|—Cte

avec

Finalement

Exercice 34 : [énoncé]

Par intégration par parties

a) [(t2—t+ e tdt = —(t2 +t+2)e” ! + Ce.
b) [(t—1)sintdt =sint + (1 —t)cost + C*.
¢) [ (t+ 1)chtdt = (t + 1)sht — cht + C*.

Exercice 35 : [énoncé]
Par intégration par parties
a)
1 ) i1l 1 2t2
In(1+¢t*)dt = |tIn(1 +1¢ — —dt
[ e an= pwa e - [

En écrivant
22 5 2

1+ ¢2 1442
on obtient

1
/ ln(1+t2)dt:ln2—2[t—arctant](1):ln2—2+g
0

b) Par intégration par parties

¢ 1 N 1 ¢ ntl 4
/t"lntdt: —— "t ——/ mdr ="
1 n+1 . o n+1/; (n+1)

c¢) Par deux intégrations par parties

™ ™ ™

/ e sin(Int) dt = [tsin(Int)]S — / ’ cos(Int) dt = — [tcos(Int)]S — / ) sin(Int) dt
1 1 1

donc

™

/ sin(Int) dt = f% [tcos(Int)]S =
1

e+ 1
2

Exercice 36 : [énoncé]
Par intégration par parties

a)

™

1 1
t
/0 arctan t dt = [t arctant]) — /0 T5e dt = 1 [In(1 + t2)]

w\»—‘

b)

1/2 1/2 + 12 1 /3
arcsint dt = [tarcsint 1/2—/ dt —+[ 1-— t2} T S |
./0 [ L R A DA A

c)

1 1 2
1 1 t 1
/ tarctantdt = - [t?arctant], — f/ —_dt == — [t —arctant]) =
0 2 2 Jy 2

I
|
N =

1+41¢2 8

Exercice 37 : [énoncé]
Par intégration par parties

/f )sin(nt) dt = [ f()cosnt} /f ) cos(nt) d

f(a)cos(na) f(b)cos(nd) 0

n n
/ F(0)] dt = 0

/ f'(t) cos(nt) dt
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donc

b
Jim / F(#) sin(nt) dt = 0

Exercice 38 : [énoncé]

Ecrivons , X
/ 20T F (1) gp — / f,(t) 2inf(1) 4y
a o f'(t)

Par intégration par parties

b

f t 227rf( |: 2i7rf(t):| f//() 2z7rf t)
w4 emrw), o / R

Quitte & considérer — f, supposons f” > 0

") 2im (1) SOV 1
‘/ e < [ = 7 7w

SO s < L[ L, 1, 11
/af’(t) dtg?ﬂ{lf’(b)lJrIf'(a)+f’(a) f/(b)}

Selon le signe (constant) de f’; le terme en f/(b) ou le terme en f’(a) se simplifie
et on obtient

et donc

b s
') oinr)
—ZLe dt| <
o f'®)

T

Exercice 39 : [énoncé]

)

dt 2ud 2d
/7 = / v US :/ u2 = 2arctan u + C*® = 2arctan v/t + C**
\/i—i-\/t?’u:\/% u+u 14+u

b)

/Ldt _ / ue® du :/ udu :fln(l—i-u)—&—C'“’—Q n(1 + In2¢)+Cte

Exercice 43 :

t+t(Int)? u=lnt | e* + evu? 14+wuw? 2

c)

e?tdt wdu 1
g1 = /1= du =u —1In(1 te _ ot _1n(] + of te
/et+1u:et/u+1 / I n(l+u)+C*=¢" —In(l+e")+C

Exercice 40 :

[énoncé]

Par le changement de variable u = v#2 — 1

Exercice 41 :

a)

c)

/

Exercice 42 :

a)

d¢

/

[

e
/1 t\/lnt—|—1u Int \/u—|-

et + 1 u=et

/2 1 /2 -
21 —t2dt = / sin? u cos® udu = Z/ sin? 2udu = —
0 0

Int
—dt
Vi

/t\/ﬁi /u2—|—1 arctan(y/t2 — 1) + C**

[énoncé]

/C dt B /1 du 7
L tHt(nt)2 u=mnt fo 1+u2 4

d — [2Vut1], =2(vV2 - 1)

u(lu+1 u u+1

= / (du):/ 11 du=[Inu—In(u+1)]{ = In2-In(e+1)+1
1 1

[énoncé]

1 /2 -
/ V1—t2dt = / cos? udu =
0 0

t=sinu 4

t=sinu

16

V2
:\// 21nu2du=4[ulnu—u]1/§=2\/51112—4\/5—&—4

[énoncé]

a) Par le changement de variable v = 7/4 — ¢

w/4 0 T /4 T
/ lncostdt/ —In cos (f—u) du:/ In cos (f—t) dt
0 /4 4 0 4
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b) On a
/4 /4
/ In(1+ tant)dt = / In(cost + sint) — Incostdt
0 0
or -
cost + sint = V2 cos (Z —t)
donc

/4 /4 In2
/ ln(1+tant)dt:/ In v/2 4 In cos (%ft)flncostdtzwé1
0 0

Exercice 44 : [énoncé]
a) Par le changement de variable z = § — ¢ on a

™2 cost ™2 sint
——dt = —dt
/0 cost +sint /0 cost +sint

w/2 . /2 . w/2
cost sint

/ — dt+/ — dt:/ dt =

o cost-+sint 0 cost +sint 0

/”/2 cost dt—/ﬂ/Q sint g
o cost-+sint  J, cost-+sint 4

b) Via le changement de variable ¢t = sinz (avec x € [0, 7/2])

Or

[V

donc

PP

/1 dt /”/2 cos T d
—_— — —_—dAr =
o V1I—t2+1¢ 0 cosz + sinx

Exercice 45 : [énoncé]
Par le changement de variable t =a+ b —x

b b
/xf(:z:)dx:/ (a+b—1t)f(t)dt
donc

Q/Gbxf(x)dx: (a+b)/abf(a:)dx

Exercice 46 : [énoncé]
a) Par le changement de variable u = m — ¢, on obtient

I:/Owtf(sint)dt:/OF(W—u)f(sinu)du

et donc

2[:/7rtf(sint)dt+/7r (wfu)f(sinu)du:W/ﬁf(siHU)du
0 0 0

puis l'identité proposée.

b) En observant cos?” z = (1 — sin?

x)™, on peut appliquer la relation précédente

In: z/ﬂ- 5 SiHQn(x) dx
2 Jo sin®™(x) + cos?™(x)

En coupant l'intégrale en /2

w/2 s.2n T s2n
I = m / _ sin”"(x) da Jr/ _ sin”"(x) d
2 1 Jo sin®™(x) + cos?™(z) =/2 Sin“" () 4 cos?" (x)

En procédant au changement de variable y = m — x dans la seconde intégrale

I /”/2 sinzn(x)
n — T
o sin®?(z) + cos?"(z)

Enfin, en procédant au changement de variable y = 7/2 — z, on observe

I = /”/2 cos®" () da
" o sin®"(z) + cos?"(x)

et on en déduit

o — /”/2 sin®" () do + /Tr/2 cos®™ (z) de| = ™
" o sin®*(z) + cos?"(z) o sin®"(x) + cos?"(z) 2

Finalement

Exercice 47 : [énoncé]

a) L’étude des variations de ¢ : x — 322 — 223 est facile et I'on obtient
x| -1/2 0 1 3/2 |
pz) [ 1 N0 T N 0|
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b) On remarque

L) =L i tans
— +sint ] = - + =sin
Pla™® 2 9"

car il est connu que sin3a = 3sina — 4sin® a.

On a alors
1 /6 1 1
/ f(32? —22%)dx = / f ( + —sin 3t) costdt
0 m:%-ﬁ—sint —7/6 2 2

3/2 /2 1 1
/ f(32? —22%)dx = / f ( + —sin 3t> costdt
-1/2 z=3+sint.)_r/2 2 2

Par le changement de variable u = 3t,

1 m/2
1 1 1
/o f(32% —223)da = 3/_7T/2f (2+2sinu) cos%du

3/2 1 371'/2 1 1
/_1/2 f(?m:2 _ 2x3)dx = 3/_3ﬂ/2f (2 + 2sinu> cosgdu

En découpant cette derniére intégrale en trois et en procédant aux changements
de variables affines v = —m — u, v = u et v = ™ — u, on obtient

et

et

2 2 3 3 3

3/2 , 1™ /1 1 -
/ f(3x272:1:‘3)dx:7/ f<+sinv> <cosv+ﬂ+cosv+cosv T

—1/2 3 —m/2

Enfin, en développant

3/2 2 (™2 /1 1
/_1/2]‘(3;52 _2x3)dx: 3/_7r/2f <2+ 2Sinv) cos%dv

puis la relation demandée.

Exercice 48 : [énoncé]
a) Par parité de la fonction intégrée, on a

I(-b,—a) = I(a,b)

Par le changement de variable u = 1/¢, on obtient

b 1-3% —dt
I(l/a,l/b):/ - £ —— =1(a,b)
@ (1+3) 1+

En particulier
I(1/a,a) = I(a,1/a)

alors que par échange des bornes

I(1/a,a) = —1(a,1/a)

On en déduit
I(1/a,a) =0

b) En procédant aux changements de variable proposés

b+1/b b/(b2+1)
I(a,b 2/ /
(a,0) a+1/a v\/v2 (a%+1) \/1—2752

et donc
b/ (b241)

a/(a?+1)

1
I(a,b) = — [arcsin \/ﬁt}
(@)= 7
c¢) Le changement de variable v = x + 1/x n’est pas bijectif quand z parcourt
10, +00[ mais dans les calculs précédents, il était possible de I'exploiter sans
exprimer x en fonction de v. L’hypothese a,b > 1 n’a donc pas été utilisée dans
I’étude qui précede et donc le résultat proposé se généralise immédiatement.

Exercice 49 : [énoncé]
On introduit F' primitive de f sur R.
a) g(x) = F(2?) — F(2x) est C! par opérations et g ( ) =2zf(z?) — 2f(22).

b) g(x) = z(F(z) — F(0)) est C' par opérations et ¢'(x) = [, f(t)dt + = f ().
c) g(z) ?+ f% f(u)du = F(2z) — F(x) est C! par operatlons et
g'(x) = 2f(2z) — f(x).
Exercice 50 : [énoncé]
a) ¢ est continue sur R donc f(x) existe.
—2x h 2x h
Ve € R*, —x € R* et f(—a:)z/ bttd :_t—/ %du:—f(x)

Ainsi f est impaire.
b) ¢ est continue donc posséde une primitive F. Comme f(z) = F(2z) — F(z) f

est dérivable et
sh2x — shx

xT

f'@) =
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pour z € R* et f/(0) = 1.
¢) Pour tout & > 0, on a sh2x > sha donc f/(z) >
Puisque

h
f(z) 2/ Edt = shzln2
x

on a f(x) = 400 quand x — +o0.
On compléte le tableau de variation par parité.

Exercice 51 : [énoncé]
a) En découpant l'intégrale en deux

x 1
F(x):/o tf(t)dt+x/ F(t)dt

On en déduit que F est dérivable et

F(2) /f )t — xf (v /f

Finalement F est de classe C2 et F''(z) = —f(z)
b) F'(1) = 0 donc
= [ o= [
Puisque F(0) =0, on a
T T 1
F(x) = / F'(u)du = / / f(t)dtdu
0 0 u

Exercice 52 : [énoncé]
a) En développant

xz T T
fz) = / (sinx cost — cosxsint)g(t)dt = sincv/ costg(t) dt—cos:v/ sintg(t)dt
0 0 0

f est donc dérivable et

0. Ainsi f est croissante sur R™.

done f"(z) + f(z) = g(x).

¢) C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.
Solution homogene y(z) = Acosx + psin z.

Solution particuliere y(z) = f(x).

Solution générale

y($) = Acosx + psinz +/ sin(l‘ - t)g(t)dt
0

Exercice 53 : [énoncd]
a) Soit f une primitive de f.

_f@) —fee) _ fl@) - FO0) |, f(0) - f(-2) 7

On prolonge F' par continuité en 0 en posant F'(0) = f(0).
b) F est dérivable par opérations et

F/(I):%mf(_x)*%/ix f(t)dt

Par intégration par parties

" swa=pror, - [ o

et on peut donc simplifier
1 T
tf'(t)dt

—T

¢) Sachant

on peut écrire

fl(x) = cosa:/ costg(t)dt + sinm/ sintg(t)dt = / cos(t — x)g(t)dt En posant
’ ’ 0 My = sup |f'(t) = f'(0)|
b) f’ est dérivable et te[—z,z]
. . . on a alors L e 1
' (x) = —Sinx/ costg(t)dt—i—cosm/ sintg(t)dt+g(z) = —/ sin(x — t)g(t) dt+g(z) |F'(z)] < ﬁ/ tM, dt = §ML
0 0 0 —z
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Or f’ est continue en 0, donc M, —0> 0 puis
rT—

F'(z) — 0
z—0

En vertu du théoréme du prolongement C!, on peut affirmer que F est dérivable
en 0 et F'(0) =0.

Exercice 54 : [énoncé]

a) Soit z €]0,1[, [z, 2%] C]0,1[ et t — - est définie et continue sur ]0, 1] donc
dt

o(r) = f;z L existe.
Pour t € [x27x],

1 1
— < — <
Inz " Int = Ilnz?
donc
2 —x (2) 2 —x
T
In 22 14 Inz

Quand z — 0, ¢(z) — 0.

On a aussi )
Totdt
cp(x)f/x tint
donc )
/z 22 dt () /I xdt
ot SIS ) e
or

2
Toodt 2
—— = [In(lnt)]? =1n2
Quand z — 17, p(z) — In2.

Finalement ¢ peut étre prolongée par continuité en 0 et en 1.

b) Soit F une primitive de - sur ]0,1[.

On a p(x) = F(2?) — F(z) ce qui permet de dériver ¢ et d’obtenir

rz—1

¢'(x) =

Inz

o 1go s - . L
L’intégrale [; % L dz est définie car on vérifie aisément que la fonction intégrée

Inz

peut étre prolongée par continuité en 0 et en 1 et on a

1, )
/ L dz = [p(x)]; =In2
0

Inx

Exercice 55 : [énoncé]
Puisque continue, la fonction f admet une primitive F' sur R et

V(@,y) € R, f(z) = fly) = F(2y + 2) = F2x +y)
Pour y € R fixé, on obtient
fix—fly) +FQy+az)— F(2x+vy)
Puisque la fonction F est de classe C!, on obtient que f est de classe C! et
flx) = fy+2x)—2f(22 +y)
En dérivant cette relation en la variable y, on obtient
0=2f"(2y+z)—2f"(2z +y)

et donc
FRy+z)=fQ2z+y)

Puisque pour tout (s,t) € R2, il existe (z,y) € R? vérifiant
204y =s
r+2y=t

on peut affirmer que la fonction f’ est constante.

On en déduit que la fonction f est affine.

Par le calcul, on vérifie que, parmi les fonctions affines, seule la fonction nulle
vérifie la relation proposée.

Exercice 56 : [énoncé]
a) Puisque f(0) =0, on a

f(x) = / " pey e

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz

i< ([ dt)m ([ f’(t)th)m

f(x)? < x/OL fl(t)?dt < :c/ol fl(t)*at

et donc
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puis

/()1f(x)2dm</01w</01f'(t)2dt) dw:;/olf'(t)th

b) En reprenant ce qui précede

1/2 1/2 1/2 1 [1/2
2 /()2 _ = /()2
fl@)*dz < /0 x ( ; f'(@® dt) dz = 8/0 fie)=de

Sachant f(1) =0, on a aussi de fagon symétrique

0

1 1 1
f@)Pde <z [ f()*at
1/2 8 Ji/2

et en sommant ces deux majorations, on obtient

1 1 1 ,
/Of(m)zdxgg/o fl(t)*dt

Exercice 57 : [énoncé]

a) L’existence de la fonction intégrée exige t > —1. Par convergence de l'intégrale

pour x = —1, on obtient A = [—1, +00].
b) On a

0<f(a:)</m+1 (w4 Ddt _ z+1
h S VAt +1l o Vit +d

donc
() —— 0
r—+00
On a o -
T i< / (z+1)dt
e VE+1)3+1 p 23 +1
donc 1
L <)<t

Vi F1)3+1 DV
On en déduit )
flx) ~ 212
¢) La commande
series(int(1/sqrt(t), t=x..x+1), x=infinity);

donne un développement asymptotique a un ordre supérieur a celui demandé.

series(t/sqrt(t"3+1), t=infinity);

donne
¢ 1 11 1 1
ﬁfﬁ*iﬁﬁ‘o ]577 quand ¢ — 400
donc

z+1 dt 1 z+1 dt z+1 1
flz) = W+§/w W—&-/w o<t7/2>dtquandm—>+oo

x

Or on obtient facilement (en en revenant aux €) que

41 x+1
1 _ dt
’ 0 72 dt=o0 i ) quand x — 400

Comme précédemment, on a
/al-‘rl dt 1
- $7/2 x7/2

1 11 11 371 1
fla)= T2 152 TR eagiz TO\ i
Notons qu’un calcul direct par Maple n’est guére avenant.

series(int(t/sqrt(t~3+1), t=x..x+1), x=infinity);
d) Soit F' une primitive sur |—1, +oco[ de la fonction continue

donc

t
t3+1

t—

On a f(z) = F(x +1) — F(z). On en déduit que f est dérivable sur |—1, +o0[ et

z+1 T

fle) = VE+r1p+1l VP ti

du signe de

g(z) = (@ + Va3 +1—a/(w+1)3 +1
Si z € [—1,0] est négatif, cette quantité est assurément positive.
Si z € [0,+00[, g(x) est du signe de

h(z) = (x+1)*(2® +1) —2*(z + 1) + 1)

expand ((x+1) “2* (x"3+1) -x" 2% ((x+1) "3+1)) ;
donne
h(z) =1+ 22 — 2% — 22% — 24
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dont la dérivée est

B (z) =2 — 2z — 62 — 4a® ) LE
. __a—"___ - —
051~
.-"'--’- ]
1 45 ¥ s 1 15 2
Sur [0, +o00[ cette dérivée est strictement décroissante et s’annule donc une unique _l,-"f 0 5: X
fois en un « € [0, +o0. ¢ =
On en déduit les variations puis le signe de h(z) sur [0, 4o00[ |'I
-1-
La fonction f étudiée
0 «a 15} +00
P'(x) {0 + 0 — —
hz) [1 7 k@) N 0 N —o0 Exercice 58 : [énoncé]

Introduisons . N
F:J;»—)/ ft)dt et G:x»—)/ tf(t)dt
0 0
Par intégration par parties

Avec Maple, on peut déterminer une valeur approchée de 3 Glz) = 2F(x) — /aj F(t)dt — /x (F(z) - F()] dt
fsolve ((x+1) "2*(x"3+1)-x"2+((x+1) "3+1)); 0 0

En excluant la solution négative, on obtient 5 = 0,88 & 102 pres.
Finalement f est croissante sur [—1, 3] et décroissante sur [§, +o0].
e) Le maximum de f est 5. Sa valeur est
f:=x->int(t/sqrt(t°3+1), t=x..x+1); F(a) =min F < 0 et F(b) = maxF >0
£(.8832035059) ; (0,1] [0,1]

ce qui fournit 0,7103307033. ..

Pour obtenir un tracé satisfaisant de la fonction f, commencons par redéfinir
celle-ci a 'aide d’une forme inerte

Cas F n’est pas de signe constant
Il existe alors a,b € ]0, 1] tel que

Par intégration d’une fonction continue, non nulle et de signe constant sur un
intervalle non singulier, on a

f:=x->int(t/sqrt(t"3+1), t=x..x+1); G(a) <0 et G(b) > 0
puis procédons au tracé
plot(f(x), x=-1..2, y=-1..2); et le théoréme des valeurs intermédiaires assure que G s’annule.
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Cas F est de signe constant

Quitte a considérer — f, supposons F' positive.

Si F est nulle, il en est de méme de f et la propriété est immédiate, sinon, on
peut introduire b € ]0, 1] tel que

F(b) =maxF >0
[0,1]

On a alors .
Gb) > 0 et G(1) = 7/ F(t)dt < 0
0
car F(1) est nul.

A nouveau, le théoréme des valeurs intermédiaires permet de conclure.

Exercice 59 : [énoncé]
a) Par intégration par parties, on obtient

q
I,,= ——I _
D,q p+1 p+1l,q—1

b) On en déduit

I qglg—1)...1 Lo
P+ D2 ot T
o (b — a)ptatl
T
donc

plq!
I = b—a p+q+1
p,q (p q 1)'( )

Exercice 60 : [énoncé]
a) En appliquant le changement de variable v = 7/2 — ¢ on obtient

w/2
I, = / cos” udu
0

t — sin™ ¢ est continue, positive sans étre la fonction nulle et 0 < 7/2 donc I, > 0
b) Par intégration par parties

w/2 _ /2
Lo = / sintsin" ! tdt = [—costsin™* t] 77 + (n + 1)/ cos® tsin™ ¢ dt
0 0

donc
/2
Inyo=(n+ 1)/ (1 —sin®t)sin™ tdt = (n + 1)1, — (n + 1)1, 40
0

puis
(n+2)L12= M+ 11,

2p —1 _2p—12p-3 1 (2p)!

T
I, = = _ ,
r op P2 2p 2p—2 2707 2%(ph)22
sachant Iy = 7/2.

2p 2p—2
2p+12p—1

27 (p!)?
(2p+1)!

2
Iypi1 = gh=

sachant I; = 1.
d) Posons u, = (n + 1)I,111,. On

un+1 = (n + 2)In+21n+1 = (n + 1)Inln+1 = Up
et ugp = I1Ip = 7/2 donc pour tout n € N
(TL + 1)In+1In = 7('/2

Pour tout ¢ € [0, 7/2],
sin®t2¢ <sin"tl ¢ <sin™t

donc
In-‘rQ g In+1 < In
e) On a
n+1
I,.<Inp1 < 1y
nto2 +1
donc Ip41/I, — 1. Ainsi I, 4q ~ I,.
Par suite
m 2
5= (n+ VI,11, ~nl;
et donc

sachant I,, > 0.
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Exercice 61 : [énoncé]
a) On a

1
ogfng/ Lar=2 50
0 n' n'

donc par encadrement I,, — 0.
b) Par intégration par parties

1 n n+1 1 1 n+1
(1-1x) { (1—z)"t ] / (1-1x) 1
I, = ~—efdr=|-——-—¢€"| +| —F—e"der="——+I,
/0 n! n+1! |, Jo (1) (n+ 1)1 "
¢) Pour k > 1,
1
HZqu—Ik
donc
n 1 n
H:1+ka_1ffk:1+loffn
k=0 k=1
avec
1
10:/ edr=e—1
0
Ainsi

"1
ZEZQ—M—HS
k=0

n—-+oo

Exercice 62 : [énoncé]

a) IO =e—1.

I = flelna:dx =[zlnz — x]i =1.
b) Par intégration par parties

It = /16 (Inz)" ™ de = [a:(lnx)"“]j —(n+1) /1e (Inz)"dz=e—(n+ 1)1,

¢) Par intégration d’une fonction continue, positive et non nulle, on a I,, > 0.
Puisque I,,41 > 0, on a aussi I,, <
d) Par encadrement I, — 0.

Puisque I,,41 =e— (n+1)I, = 0on a (n+ 1)I,, — e puis

_e
n+1-°

e e

~ —

I, ~
n+1 n

e) On a

Dn+1 = (TL + I)Dn
donc D,, = n!Dy.
Sia # Iy alors D,, — 400 puis |u,| = D, — I,, — +oc.

Exercice 63 : [énoncé]
a) f N cos(nt)—cos(nz)

o —com s est définie et continue sur [0, 7] \ {z}.

Sachant
_ . P—q . ptq
cosp — cosq = —2sin smT
on obtient
T P
sin SEsin 42 toe sing

On peut donc prolonger f par continuité en x ce qui assure Iexistence de I,,.
b) On a :

InJrl +1I,_1 = /
0

T 2cos(nt) cost — 2 cos(nz) cos T
In-‘rl + In—l = / ( ) ( )
0 cost — cos T

T cos(n + 1)t 4 cos(n — 1)t — (cos(n + 1) 4 cos(n — 1)x)
cost — cosx

dt

dt

Lyt s = 2/7r cos(nt) cost — cos(nt) cos dt + 2608%/” cos(nt) — cos(nx) gt
0 COsSt — CcosT 0 Ccost — Ccos T

enfin

Liyi+ 1,1 = 2/ cos(nt)dt + 2cos .1, = 2cosz.I,
0

(I,) est une suite récurrente linéaire double d’équation
caractéristique 72 — 2coszr + 1 = 0 de racines e® et e,
Donc il existe A, u € R tel que

VYn € N, I,, = Acos(nz) + psin(nx)

Ip=0et Iy =mwdonc A=0et p= =" dou

sinx

sin(nx)

I, =m—
sin x

Exercice 64 : [énoncé]
a) up = 1/2, u; =In2 et ug = w/4.

b) On a
1
B 2"(1—x)
it == [ o g

or la fonction
2™(1—x)

’_>
T a1+ 2t
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est continue, positive sans étre la fonction nulle et 0 < 1 donc uy41 — uy, > 0.

¢) On a
gnde ! 1
|un71\:/ g/x”dziiﬁo
0 1 —+ " 0 n + 1
donc u,, — 1.
d) Par intégration par parties

1 —1
n 1
I, :/ T a: dz = [xln(l—i—x”)]
0 n

1+ am

! n2 1

1 1

0 n n

e) On a
1
n+1

— 0

1 1
0< / In(1+2™)dz < / " dx =
0 0

car il est connu que In(1 +¢) < ¢ pour ¢t > —1.

On a alors )
/ In(1+2")dz — 0
0

1 n
unzlf/ $ dlefln—2+0 l
o 14+am n n

donc

Exercice 65 : [énoncé]

a)
N on 1 1 Pdt ow
Zn2+k2_gzl+(k,/n)2 n—+o0 o 1+t2_1
k=1 k=1

" k 1 <& k ! 1
D s it [ 3 / —dr = 5 In2
—n +k nk:11_|_(]<;/n) n—too Jg 14z 2

¢)

n

- Vi+2 51
kl\/n2+2kn ;,/1+2k/n n%+oc/\/1+2 VIF 2, = V3

1

Exercice 66 :
On peut écrire

[énoncé]

(i

1
——f/ In(1+2™)dz
0

et
12" [k 12" k
EIc:l E - Ek:lf (n>

avec f :t+ /t définie et continue sur [0, 1].
Par somme de Riemann

2t (3) = [ o

1
t3/2 _2
o 3

donc

Exercice 67 :

On a
m((fﬁ")) :ig(m(nw ~Inn) Zln(l—I— )

La fonction x — In(1 + z) étant continue sur [0, 1], on obtient

1
2n)1\ " !
ln<<(n)'> ) /ln(1+x)dx:21n2—1
n"n! n—+oo g

<Ef:7i") _é

[énoncé]

On en déduit

Exercice 68 :

1/n
= k 1 & k !
n<g<1+”>> =n21n<1+n>—>/0 In(1+t)dt =2In2 -1

donc

[énoncé]

Pour k € {1,...,n
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puis donc
n I 1/n T, = 7T
<H (1 + 2)) —1 n+l
n .
k=1 Par suite i .
" sin 2T 1 " sin T
falwn) =3 — =m0 >
k=1 k n+l k=1 n+l

Exercice 69 : [énoncé]

Pour 2 > 0,  — 223 <sina < = donc [sinz — 2| < M2? avec M = 1/6.

6

On a alors .
.k k k M
donc
- k - kE\ k M
Zsm(n)&n(?ﬁ)—Zsm(n)nQ <ﬁ_>0
k=1 k=1
Or
n 1
. (kN E .
Zsm == tsintdt
) n n 0
donc
Zsm — |sin|{ — ) —sinl —cos1
n n?
k=1
Pour z > 0, x — éx?’ < sinz < x donne aussi ’sinzx—x2| < M'z* avec M’ = 1/3.
Ainsi
- 1 "1 " 1 M’
2 !
Sin - <M — < — =0
2 i | <M L <
Or
1 1 « 1 1 q
S ) 1 o
= k+n niZl+ /n 0o 14z
donc

Exercice 70 : [énoncé]

On a

(n+ 1)z sin %°
x

!
= kj =
fr(x) kg_l cos kz = cos — Sin 2

Or la fonction ¢ — sin(rt)/t peut étre prolongée en une fonction continue sur [0, 1]

donc par somme de Riemann

fuln) — /01 siniwt) dt

Exercice 71 : [énoncé]

Il est bon de savoir qu’une fonction f : R — R convexe est obligatoirement
continue bien que ce résultat n’est pas explicitement au programme. Par les

sommes de Riemann,
L[ ) dt = lim + . e
b—a ag _n—lg-loonkzg ot n

donc par continuité

f <b_1Q/abg(t)dt> ~ lm f (ii9<a+kb;a>>

Par I'inégalité de Jensen

1 < b—a 1 — b—a
f(n;g<a+k ~ >><”k=1f<g<a+k ~ ))

En passant cette relation a la limite, on peut alors conclure grace a la continuité

de f.

Exercice 72 : [énoncé]
Par le changement de variable u = nt

i i _ 1 v u/n) |sinu| du
| st at= < [ sagn) inal a
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En découpant l'intégrale par la relation de Chasles

(k+1)7
/ f (@) |sin(nt)| dt = Z/ flu/n)|sinu| du
km

puis par translation de la variable

/ f @) |sin(nt)| dt = Z/ <u+k7r> sin u du

et on peut alors écrire

/f ) lsin(nt)| dt = Z/ { (”k”) f(k )]smudu+ Z

D’une part

L[5 25 (5)

se reconnait comme étant une somme de Riemann et donc

,Z/ ( )smudu—>2/f7Tt i/oﬂf(t)dt

()

D’autre part, la fonction f étant de classe C* sur le segment [0, 7] elle y est

M-lipschitzienne avec
M = sup|f'|
[0,7]

et on a alors

Tl - (5] v

On en déduit

3

k=0

/OTr £(2) [sin(nt)| dt — i/oﬂ Ft)dt

Notons que le résultat peut aussi étre établi d’une fagon semblable pour f

\72/ MfsmudU*—/

seulement continue en exploitant 'uniforme continuité de f sur le segment [0, 7].

Exercice 73 :
On peut écrire

avec

[énoncé]

1 n
_”7;:: 1+2k/n

1
2

1 n
n; 1+2k/n)

Par les sommes de Riemann, on a

On en déduit
sin u du

Exercice 74 :

La division euclidienne de n par k s’écrit

et donc

puis

ce qui fait penser & une somme de Riemann associée & la fonction f : ¢ — ¢ [1/t]
définie et continue par morceaux sur ]0, 1]. Bien qu’elle soit prolongeable par
continuité en 0, ce prolongement n’est pas continue par morceaux sur [0, 1] (il

1

n

1
s, / dt
n—+oo Jo (14 2t)3

[énoncé]

- [‘4(

n = [n/k] k + r(k)

n—r(k)=

k[n/k]

142t

>2]::

2

9

n’existe pas de subdivision finie du segment [0, 1] qui soit adaptée) et ’on ne peut

donc pas employer directement le théoreme du cours relatif aux sommes de
wsin (Rigmann : cela va nous obliger & un petit découpage. ..

Soit NV € N*. On peut écrire

D’une part

[n/N] [
13 2

i;fbm o

k

n/N]

e
k=1

D
=[n/N]

kn
+1
[n/N] < 1
n N
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et d’autre part, par les sommes de Riemann

n

1 kn
n— [n/N] k:[nz/;v]-u n {E] ntoo Ji/n

1 t[1/t] dt

Par le changement de variable v = 1/t

[ e [T ey [7

/N
puis
1 N N+1
1 1 1 1 1 1
t[l/t]dtzZ( - +>: =
/I/N 2\t 12 k1l k) 242
et 'on remarque que
1311 2
— —_— % —
2 k2 Notoo 12
k=1
+oo
En choisissant N assez grand pour que 1/N < ¢ et % > k% <ég, ona
k=N+2
2 = [/N] 1 f: k m 72\  [n/N]x?
Un — -5 X 171 T 74 Ta
12 n n — [n/N] n Lk 12 n 12
k=[n/N+1]

Puis pour n assez grand

too 2
<€+7n—[n/N] ( Z l<:12+5> + [nZLN]w

n 12
k=N-+2

Up — —

12

ce qui donne
2

Up — —=

12

2

<et24en
<e424+e—
12

Finalement v,, — 72/12 puis u, — 1 — 72/12

Exercice 75 : [énoncé]
Si f est solution alors f est de classe C? et par la formule de Taylor
reste-intégrale :

T

vz € [0,1], f(x) :f(0)+xf’(0)+/ow (x—t)f”(t)dt:xf’(0)+/0 (z —t)g(t)dt

Or f(1) =0 donc f'(0) = [, (t — 1)g(t)dt puis
1 T
fla) = [ (= Dgat+ [ @ nge)an
Inversement, considérons f définie par :
1 T
fla) = [ (= Dgat+ [ @ ng)a
On a f(0) = f(1) = 0. De plus
1 T T
= — d dt — d
f@) = [ (=ngat+a [ atar— [ty
donc f est dérivable et

1 x
fla)= [ (t- g+ [ o)t +agl) - zg(a)
0 0
f est donc deux fois dérivable et

f(@) = g(x)

Exercice 76 : [énoncé]
En appliquant la formule de Taylor reste intégrale a la fonction x — e* entre 0 et

2 on obtient : .
k x n
€T __ T (J,‘—t) T
e —’;)k!—i—/o —r dt

donc

Siz > 0 alors

x _ A\ T _\n T _f\n n+1_x n+l |z|
/ (x t) et dt — / (fL' t) et dt < / (‘T t) e;E dt — T © — |ZC| €

Siz <0 alors

/z (xit)netdt _ /0 (tix)netdt _ /0 (tiz)n e |z|n+1 elzl
0 n! . n! S e n! (n+1! = (n+1)!

|I|’IL+1
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On aurait aussi pu appliquer directement 'inégalité de Taylor-Lagrange a la
restriction de f sur [— |z, |z]].

Quand n — 400,
n+1

|z el®l
o0
(n+1)!
donce
R L
Jim Y =
k=0

Exercice 77 : [énoncé)
La fonction f : x +— In(1 + z) est définie et de classe C*™ sur RT avec

(—=1)F (k- 1)!
(1 +a)F

f(0) =0, f*(0) = (=1)*1(k — 1)! pour k > 0 et |f*D(2)] < n! =M sur RT.
Par I'inégalité de Taylor Lagrange :

fP(@) =

~ fM0) | _ M
— < -
‘f(x) kzzo K|S iy 1)
Pour x = 1, on obtient :
n (71)]671 1
In2— 0
o ; k n+1 -
donc i )
(=Dt 1 11 (—1)"
Z k =1 2 + 3 4 + + n n—+o0 n2

k=1

Exercice 78 : [énoncé]
En vertu du théoreme de Taylor-Young :

Flath) = f(a) + hf'(a) + 511" (a) + o)

donc
fla+h) =2f(a) + f(a—h) = h*f"(a) + o(h?)
puis
_fla+h)—2f(a)+ fla—h) _ ,
fimy h2 = /M)
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