Cours lére Année

(INTEGRATION SUR UN SEGMENT]

I) Fonctions en escaliers - Fonctions continues par morceaux (CPM)

NB : [a, )] sera un segment de R. (a < b)
Définition 1 :
On appelle subdivision de [a, b] tout (xq, ..., z,) €[a,b]"*! avec

ro=a~<-:-<x,=>

n étant dans N.
Vocabulaire :

1) Le pas de la subdivision : c¢’est maxo<x<n—1(Tk+1 — Tk)
2) Le support de la subdivision : c’est {z} | 0 2 k < n}

3) Si (k41 — Tk)o<k=n—1 €st constante, on dit que la subdivision est a pas

constant ou réguliére. ,
. VORE=n—1, 2 —xp = =1

Onaa1n51.{ VO<k<n, %k:aﬁ—k% n

Définition 2 : (subdivision plus fine)

Soient o et ¢’ deux subdivisions de [a,b] de supports respectifs S, et S,.

On dit que o est plus fine que o’ si et seulement si Sy O S,.

Exemple :

Soient o = (O, %, %, %, 1) et o/ = (0, %, 1) deux subdivisions de [0, 1].

o est plus fine que o’.

Définition 3 : (Réunion de deux subdivisions)

La réunion des deux subdivisions o et ¢’ de [a,b], qu'on note o U o', est la

subdivision de [a, b] dont le support est la réunion des deux supports.

Exemple :

Soient o = (O, %,

a

, 1) et o/ = (O, %, %, %, 1) deux subdivisions de [0, 1]. On

[N [S]

)

[N

Proposition 4 :
Si o et o’ sont deux subdivisions de [a, b], alors leur réunion est une subdi-
vision plus fine que o et o’

Définition 1 :
Soit f : [a,b] — K avec K=R ou C.
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1) f est dite en escaliers sur [a, ] si et seulement s’il existe une subdivision
xo=a <z <+ <z, = bde [a,b] telle que f soit constante sur chaque
intervalle ouvert |z, zxi1[.

2) Cette subdivision est dite subdivision adaptée a la fonction en escaliers

f
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Définition 2 :

Soit f : I — K, ot I un intervalle de R.

f est dite en escaliers sur [ si et seulement si elles est en escaliers sur tout
segment de 1.

Exemple : La fonction partie entiére est en escaliers sur R.
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Notation : £ (I,K) : L’ensemble des fonctions en escaliers sur I & valeurs
dans K.

Proposition 3 :

Soit f : [a,b] — K en escaliers sur [a, b].

1) |f| est aussi en escalier sur [a,b].

2) f est bornée sur [a, b].

3) Si o est une subdivision adaptée a f, alors toute subdivision plus fine est
aussi adaptée & f.

4) La combinaison linéaire de deux fonctions en escaliers sur [a,b] est une
fonction en escaliers.

5) & ([a,b],K) est un espace vectoriel.

3) Fonctions continues par morceaux

Définition 1 :

Soit f : [a,b] — K avec K=R ou C.

f est dite continue par morceaux sur [a,b] si et seulement s’il existe une
subdivision g = a < 21 < -+ <z, = b de [a, b] telle que les deux conditions
suivantes soient satisfaites :

1) f est continue sur chaque |z, T41[.

2) La restriction de f a chaque |xg, zx11] est prolongeable par continuité en
Tk et Tpyq.
C-a-d en chaque zj, f admet une limite & gauche et une limite & droite
finies.

Vocabulaire : Cette subdivision est dite adaptée a f.
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Exemple :

1 .

oo o _ ) asi0<z<l
Soit f :[0,1] — R définie par f(z) { S sizeo
f n’est pas continue par morceaux sur [0, 1].

¥

] No Gk PB MACCnX ..([a,:!)

‘,'z; N w<~n (2
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O =0
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Définition 2 :
Soit f: I — K, ot I un intervalle de R.

f est dite en continue par morceaux sur I si et seulement si elle est continue
par morceaux sur tout segment de I.

Notation : Cpy, (I,K) : L'ensemble des fonctions continues par morceaux
sur I & valeurs dans K.

Proposition 3 :

1) Toute fonction continue est CPM.
2) Soit f : [a,b] — K CPM sur [a,b]. f est bornée sur [a, b].

3) La combinaison linéaire de deux fonctions CPM sur I est une fonction
CPM.

4) Cpm (I,K) est un espace vectoriel.

NB :

La réciproque de 1) est en général fausse ; une fonction CPM n’est en général
pas coninue.

Proposition 4 : (Approximation d’une fonction CPM par une fonction en
escaliers)

Vf € Cpm ([a,b],K), Ve =0, 30 € £ ([a,b],K), Vz € [a,b], |f(x)—P(z)| 2 €
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IT) Intégrale sur un segment d’une fonction en escaliers
Proposition et définition 1 :
Soient f € & ([a,b],K) et 0 = (xq, ..., zy,) une subdivision adaptée.

Notons ¢, = f W# la valeur de f sur |zg, 21
n—1

1) La somme Z(mk_,_l — x1)c ne dépend pas de la subdivision adaptée
k=0

choisie.
n—1

b
2) Z(:pkH —x)ck s'appelle U'intégrale de f sur [a, b], et se note / f(x)dx
k=0 a

W/}

?fu.ta;;n.h LIV ,{eﬂf-ﬁéﬂ o wiafen A/[ag
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Proposition 2 : (Linéarité de 'intégrale)
Soient f,g € £ ([a,b],K) et \,u € K. On a

/:(Af(:v) + pg(x))de = A/ab f(x)dx + M/ab f(z)da

Démo : Via la déf et la linéarité de Z
Proposition 3 : (Relation de Chasles)
Soientfeé’([a b,K) et a <c<b.

) f est en escalier sur [a,c] et [c,b].

/f m_/f m+/f
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Proposition 4 : (Positivité de l'intégrale)

Soit f € € ([a,b],R). On a :

f=0= /bf(:c)dxto

Démo : La somme de nombres positifs est positive.
Proposition 5 : (Croissance de l'intégrale)
Soient f,g € £ (a,b],R). On a :

feg= /abﬂx)dw < /abg@)dx

Démo : Vient de (Prop 4) et la linéarité de l'intégrale.
Proposition 6 : (L’'inégalité triangulaire)
Soit f € £ ([a,b],R). On a :

/ab f(z)dx

Démo : Vient de la définition de 'intégrale, et de I'inégalité triangulaire
dans .

ITI) Intégrale sur un segment d’une fonction continue par morceaux
Proposition et définition 1 :

Soit f € Cpm ([a,b],R).

() = {/abgmdx g€ aR) etg= 7]
) = {/abg@c)dx g€ (o bR ety 7]

1) inf(JT) et sup(J ™) existent et sont égales.

< [ 1w

Notons :

2) Cette valeur commune s’appelle 'intégrale de f sur [a, b].

b
Elle se note/ f(z)dx.
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Proposition 2 : (Linéarité de U'intégrale)
Soient f,g € Cpm ([a,b],R) et \,p € R. On a

/ab(Af(x) + pg(x))de = )\/ab f(x)dz + M/abg(:r)da;

Proposition 3 : (Relation de Chasles)
Soient f € Cpm, ([a, b] R) et a <c=<b.

) f est CPM sur [a, c] et [c, b].

/f m—/f m+/f

Proposition 4 : (Positivité de l'intégrale)
Soit f € Cpm ([a, b] R). On a :

b
f=0= / f(x)dx =0
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Proposition 5 : (Croissance de I'intégrale)
Soient f,g € Cpm, ([a,b],R). On a :

f=g= /abf(ff)dx = /abg(x)dx

Proposition 6 : (L’inégalité triangulaire)

Soit f € Cpm ([a,b],R). On a :
b
= [ If@lds

Proposition 7 : (Intégrale nulle d’une fonction continue positive)
Soit f : [a,b] — R.

1) f continue
posztwe

/f )dx =0

Exemple classique :
Notons E = C([a, b],R). Considérons I’application ® définie sur E? & valeurs
dans R par

b
f(x)da

alors (f =0 sur [a, b))

Vi, g€ E, ®(f,q) /f

Veérifier que
VfEE, ®(f.f)=0 = f=0

NB :
N’oubliez pas I’hypothése de continuité.
Exemple :
. ; S ) [ 0site|0,1]
Considérons l'application f : [0,1] — R par f(t) = { 9020 si t — 1

/f t)dt = mais f # 0.
f>0

IV) Régularité de la fonction = — / f(t)dt

Notations :
Soit f € Cpm (I,R), ot I intervalle de R. Soient a,b € R.

1) On convient d’écrire : / f)dt =0

2) Sia>b. Onpose/f /f t)dt

Proposition 1 : (Généralisation de la relation de Chasles)
Soient f € Cpm (I,R) et a,b,c € 1. On a

/f M_/f m+/f
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Proposition 2 : (Régularité de la fonction z +— / f(t)dt)

x
1) Si f est CPM sur [ alors <Va €el, Fixr / f(t)dt est continue sur I>
a

T

1) Va € I, F:JJ'—)/ f(t) dt est de classe C* sur I

2) Si f est continue sur I alors a
Ve el, Fl(z) = f(x)

x
3) Si f est continue sur I alors pour tout a € I, F : z / f(t) dt est la
primitive de f qui s’annule en a. ¢

4) Deux primitives de I différent par une constante.

b
5) Si f est continue sur I alors pour tout a,b € I, / f(t)dt = F(b)— F(a)

ol F' est une primitive de f sur I.
Qu’on note [F(t)]°.

a

6) Si f est de classe C! sur I alors

b
Va,be I, / F ()t = £(b) — f(a)

Réfléxe :

([ sy a) = 10

N

A savoir dériver :

U(x) !

1) (/ f(t)dt) .
V(x) !

2) (/U(x) f(t)dt) _

V) Techniques de calcul d’intégrales
Proposition 1 (Intégration par parties)
Soient f,g € C' (I,R). On a :

b b
vabel, / F(g(t)dt = [F(1)g(t) — / £(t)g/(t)dt

Démo en bref :

/ab(fg)/ _ /ab flg+ /abfg’ = (f(b)g(b) — f(a)g(a)) = /abf'g N /ab 1y
1

Exercice :

1) 1) Calculer/ r2edr .
0
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us

ii) Calculer /2 sin(z)e**dz .
0

2) Montrer que

VEk € N* /7r :ﬁ — x| cos(kz)dx = 1
’ 0 2 N kz
(Extrait du CNC 2017-Maths 1- MP)

Proposition 2 (Changement de variable)
1) f: I~ R continue.

2(8) B
Si| 2) ®:.J~ Rde classe C' | alors (Va,ﬂ € J, / f(z)dx :/ f(@(t))

3) d(J)cC I
Démo en bref :
Soit F une primitive de f sur I. F o ® est de classe C' sur I, et on a :

(Vtel, (F o <I>) ( )= f(<I>ﬁ(t))<I>’(t))
/ f(® = / (Fo®)(t)dt
= F(2(5)) — F(®(a))

D’autre part, on a :

®(8)
L, fe = F@) - Fe)
D’ou I'égalité voulue.

Vocabulaire :

On dit qu’on a effectué le changement de variable z = ®(t).

Exercice d’application 1 :

1
Calculer / V1 —22dx

0
Exercice d’application 2 : (Intégrale de Wallis)

Montrer que
2 2
Vn € N, / cos" xdx = / sin” tdt
0 0

Exercice d’application 3 : (Résultats a retenir )
Soient f : R — R continue et a > 0. Montrer que :

a
1) Si f est impaire alors f(t)dt = 0.
—a

2) Si f est paire alors f(t)dt = 2/ f(t)dt
—a 0

VI) Approximation d’une intégrale

To=a < -+ < T, étant une subdivision réguliére de [a, b].
On rappelle que
b—a
n

VO<k=n, xp=a+k
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”

Schéma 1 : 3’/

Notons R,,; la somme des aires des rectangles inférieurs a la courbe (Cy).
On a:
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o =a < --- < T, étant encore une subdivision réguliére de [a, b].
Notons R} la somme des aires des rectangles supérieurs a la courbe (Cy).
On a :

n—

1
o
k=0

CL —a

Proposition 1 :
Soit f CPM sur [a,b] & valeurs dans R. On a :

[ Z f (a oy )] - /a ’ f(2)dz (La plus utilisée)

2 gm0 | = e

Cas particulier fréquent : (Cas de [a,b]=[0,1])
Si f est CPM sur [0, 1] & valeurs dans R alors on a :

[1 Zf ( )] / f(z)dz (La plus utilisée)

L850 oo

n
Exercice d’application :

1) lim
n—-+4o0o

—

2) lim
n—-+o0o

n

Calculer lim wu, dans chacun des cas suivants :

n—-+oo

1 " n - k
D=2 s D=2 et D= 2 D

k=1 k=1 k=1
Exercice :
Considérons la fonction f: [0,1] — R;z — H—m
R, étant la somme des aires des rectangles inférieurs a la courbe de f.
R, représente une approximation de l'intégrale / f(z)dzx

n

OnaR, =1. Zf(k:/n) — In(2).

k=1
On a via une calculatrice que In(2) ~ 0,6931471.

1) Ecrire un programme Python permettant de calculer R,; pour tout n € N.

2) Comparer Ry, et Ry, par exemple avec 0,6931471.

Schéma :
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ro=a < --- <z, étant une subdivision réguliére de [a, b].

On rappelle que
h—
VO<k=<n, zp=a+k a

S

Notons T), la somme des aires des rectangles de bases [z, Tx11] (voir schéma).
Rappel :

B : grande base
L’aire d’un trapéze est [% . h] ;ou | b: petite base

h: la hauteur

T = (21— @) {EOHE) 4y (g, — gy y) L) )
a (xo);f(fvl) 4 f(xn—1%+f(fvn)>

n

fla) + 510 +:f<a+k.b—a>]

Proposition :
b
1) lim T, :/ f(z)dzx
Si f € C!([a,b],R) alors noee py U
2) T, —/ f(z)dz| = O(n—lg,)

Cas particulier : (Cas de [a,b]=[0,1])
Si f € Ct([0,1],R) alors

i (1200 8 (3)]) - [ o

k=1
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NB :

Il est & savoir que la méthode des trapézes est plus rapide que la méthode
des rectangles.

Exercice :

Reconsidérons la fonction f:[0,1] — R;z — 14%:):

T, étant la somme des aires des trapézes décrite plus-haut.

1
T,, représente une approximation de l'intégrale / f(x)dx.
0

n—1
_ 1 [ 10+50) ’f
On a via une calculatrice que In(2) ~ 0,6931471.

1) Ecrire un programme Python permettant de calculer T}, pour tout n € N.

2) Pour visualiser que la méthode des trapézes est plus rapide que celle des
rectangles, écrire la liste [R} 0, T1000,0.6931471].
Regardez alors laquelle la plus proche a In(2).

VII) Intégration d’une fonction complexe
Définition :
Soit f : I — C CPM. Soient a,b € I.

/abf(:n)dm = /ab Re(f(x))dx + i/ab Im(f(z))da.
NB :

Les propriétés (Chasles, IPP, ...) des intégrales des fonctions réelles valent
aussi pour les fonctions complexes.
Exemple :

w/2 )
1) Calculer / et gy,
0

w/2
2) Retrouver / e* sin(t)dt calculée plus-haut.
0

VIII) Formules de Taylor

Proposition :
Soient n € N et f € C""(I,K). On a :

Va,be I, f(b) = ; f(k;!(a) (b—a)* + /b Wf("“)(t)dt

Démo :
Par récurrence sur n € N.
Initialisation :

b
Pour n = 0. f(b) = f(a) + / f'(t)dt est évidente.
Heérédité : ‘
Soitn n € N. Supposons que la proporiété est vérifiée pour n, et montrons-la
pour (n +1).
Soit f € C"*2(I,K). Soient a,b € I. Montrons alors que
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n+l k) b n+1
f( o)k / (b—1) (n+2)
Z e (t)dt
On a :
b (b _ t)n-i—l b (b _ t)n'H
| emrron = [ G ><>b
n b—
= [t o]+ [T O e ar ()
%
a n+1 n
— A e 0 a) + / = f< )i
a n+1 n "~ f(k) a
_(an' 0t (a) + (f(b)_ k'( )(b_a)k> (HR)
k=0
+1 k)
P (a
=) - Dy
k=0 '
D’ou I'égalité voulue.
Exercice d’application :
" gk
i =0. M —
Soient n € N et « = 0. Montrer que e kZ:: il
Proposition :
Soient n € N .
Si 1) f € C"Y(I,K)
2) 3M =0, Vt e I, [fTD(t)] < M
n f(k?) (a) k M|b—a|"+1
alors (Va,be[, —ZT(b—a) R
k=0
Démo :
Supposons que : L) feCmH(LK)
PP e\ 9y am =0, veer, \f"“(t)]jM
Soient a,b € I. Montrons que : ‘ Z f b — a = M\(%a&“

Cas 1 : Sia%b

Zf o)

f(nJrl) (t) ‘ dt

b
< ﬁ‘f,/ (b—t)"dt

[—(b—t)"“ b
n+1
(b a)n+1

b a)nil

M
M|b—a|"t!
(n+1)!
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Cas 2:Sia>b

" B (g
Ry eI
k=0

— /ab (b_t)nf(nﬂ)(t)dt’

k n!
a(h— )
_ / ( ' ) f(n+1) (t)dt’
b n.
)
< [TRZ I e o) ae (b < a)
b a TL'
<M [ (t—b)"dt
_M {l()t—b)"+1 ¢
ol n+1 b
— M (a=b)*t
— n! n+1
_ Mlb—a|"*?!
(n+1)!
Cas 3 : Si a = b Evident
Exercice d’application :
1) Montrer que
n o (_1)kH gk n+1
Vo =0, Yn e N*, |In(1+z) — (=)™t 2
k n+1
k=1
$~ ()
2) En déduire la valeur de la somme Z E—
n=1 n
Proposition :
Soit n € N . Si f € C"(1,K) alors
Va eI, f(z) x:az u (x —a)" +o(r — a)

Exercice d’application :
Soient f € C?(R,R) et a € R. Calculer }Lir%f(a+h)+fg§h)72f(a)
%
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