Exercices MPSI

INTEGRATION SUR UN
SEGMENT

Exercice 1 :

Calculer les primitives suivantes :

Exercice 2 :

Soient n,p e N. Calculer les primitives suivantes :

1)/ x" cos(x)dx 2)/ " In(x)dx 3)/ e” cos(nz)dx

e’ sinx
2)/2—1—62"3dm 3)/d:5 4)/ 1—|—COSZL‘

5) [ Lodr ) xllwdx 7) i:f” Tl 8) [ cosi(a)da
9)§taii—(:i;)dx 10)//slin(m) cos®(z)dx 11)//2 3zd;_2 12 //x 2 In(z)dz

1 sh(sin(th(tanx)))

2
4)/ 2019 x +1)2020dm 5)/ cos n sm(px d:B 6)/

1) Calculer dans cet ordre : [ + J, I et J, ou

I /g cos('x) e T /g sin(?@ s
o 1+ 2sin(z) o 1+ 2sin(z)

2) Calculer encore dans cet ordre : I +J, I — J, I et J, ol

I:/ x cos?(z) dr, J:/ xsin®(z) dx
0 0

3) Montrer que M = N, puis calculer dans cet ordre M + N, M et N ou

M- / sin(x N - / cos(z da
sin(z) + cos(x) sin(z) + cos(:v)

(Inégalité de Cauchy-Schwarz)

1) Montrer que

vf e c(o, 1], (/f dx> g/olfQ(x)d:c

2) Soit f € C([a,b],R) avec f > 0. Montrer que

o2 ([ o) (] 75 )
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3) Montrer que
b—

Vab

S

VO<a=<b (b—a)=

Indice : Penser a 1 et %

(Lemme de Lebesgue)

Soit [a, b] un segment de R avec a < b. Montrer que

n—-+o0o

Vf e C'([a,b],C), lim /f ) cos(nt)

Notez que vous montrerez de méme que

lim / f(t)sin(nt) dt et lim / f(t)e™ dt

n—-+o0o n—-+00
n (_1)kz—1
Notons S, = Z o pour tout n € N*.
k=1

1) Soient n € N* et # # —1. Montrer que

n—1 n
Z(_l,)k: — 1 _ (_$)
Pt 1+ 1+

2) En déduire que

+x

1/ _.\n
Vn € N¥, / (1 z) dxr =1In(2) — S,
0

3) i) Justifier que

1/ .\n 1
Vn € N, / (S
o 1+ n+1
-1 n—1
ii) En déduire la somme de la série alternée convergnte Z
n>1
1) Montrer que
n k+1,.k n+1
-1
Vn € N*, Vo =0, |In(l +z) — ()" = jx
— k n+1

_1\n—1
2) En déduire la somme de la série alternée convergnte Z (
n>1
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Exercice 8 :

1) Montrer que

VneN, Vz e R, e — k| el
— k! (n+1)!
2) En déduire que
+oo "
VreR, e —
n!
n=0

3) i) Justifier que 'on a :

" 1

ii) Ecrire une fonction Python fact permettant de calculer la factorielle
d’un entier.

iii) Ellaborer un programme Python permettant de déterminer une va-
leur approchée de e & 10™° prés.

Exercice 9 :

Montrer que
1) Vn e N, Vz > 0, exizw—
2) Vz € R, ch(z) =

1
3) Vx € R, sh(z) =

x
4) Ve e [0,7], x — & <sin(z) <2 - F + {5

‘Exercice 10 :‘
Soient f € C*(R,R) et a € R. Déterminer les limites suivantes :

Ly = lim L@HWEAmZ21@) o ) gy k35S (ath) 3 (amh)=fla=3h)

h—0 h h—0

‘Exercice 11 :‘
Calculer les limites suivantes :
n

. n : a k
1) ngr—&l-loo (; n? + k2> 2) ngrfoo (; n? + k2>

n
k2
li E 4) i E —_
nﬁnfoo n2 + 2kn ) nﬁlrfoo P n3 + nk?

‘Exercme 12 ‘
2x 1
Posons f(x) —/x () dt.
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1) Déterminer le domaine de définition de f.

2) Déterminer f'(x) la ou f est dérivable.
vous pouvez commencer par exprimer f(z) en fonction de F, une primitive
de t — %

3) Déterminer les variations de f.

4) Déterminer lim f(x), et étudier 'asymptote éventuelle.
T—+00

5) Posons ¢(t) = ﬁ - L
i) Montrer que ¢ est prolongeable par continuité en 1.
ii) En déduire li .
ii) En déduire xl_)nllf((l})

iii) Déterminer de méme lim f(x).
z—1

‘Exercice 13 :‘
Pour chaque n € N, f,, est la fonction définie par

1
Ve eR, fu(x) = / (1 — )" cos(tx) dt
0

1) Soit n € N. Montrer que
i) fn est bornée sur R.
ii) f, est lipschitzienne sur R.
iii) f, est continue sur R.

2) Via une intégration par parties, montrer que

N —4(n+1)(n+2 2n+2)(2n+3
Un €N, Vo € B, fia(e) = 0t 0 ED ) XD )
1
3) Posons f,(0) :/ (1—t)" dt = 1I,.
0
i) Montrer que
2n +2
VneN, Iy = I,
nEN =) +3
ii) En déduire que
22nn!2
N, I, = —
vneN, 2n+1)!
4) De ce qui précede, déduire une expression de Zn: ﬂ
i preeece P 2k + 1

k=0
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