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EXTRAIT

I Inégalité polynomiale de Bernstein et applications

Dans cette partie,

— sin € N, on note C,,[X] le C-espace vectoriel des polynémes & coefficients complexes de degré inférieur ou
égal an;

— sin € N*, on note §,, le C-espace vectoriel des fonctions f : R — C vérifiant

J(ag, .-y a,) € C*L 3(by,...,b,) €C™, VEER, f(t)=ay+ Z(ak cos(kt) + by, sin(kt)).

k=1

On remarque que les éléments de §,, sont des fonctions bornées ;

I.A — Polynémes de Tchebychev

On définit la suite de polynoémes (T},),cn Par Ty =1, T, =X et Vne N, T, , =2XT, ;, — T,

ne

Q1. Pour tout n dans N, déterminer le degré de T,,, puis montrer que (7}, )y<x<, €st une base de C,[X].
Q 2. Montrer que, pour tous n € N et § € R, T, (cos ) = cos(nd).
I.B — Inégalité de Bernstein

Soit n un entier naturel non nul.

Q 6. Soit A € C,,,[X], scindé & racines simples, et (ayq, ..., as,,) ses racines. Montrer que

2n
A(X)
VB e Cy, 4[X], B(X)=) Blay)——""—-
o ; ’ (X — oy ) A" ()
Soit P dans C,,,[X], et, pour tout A € C, P,(X) = P(AX) — P(\).
Q. Si A € C, vérifier que X — 1 divise P,.

Pour tout A dans C, on note @, le quotient de P, par X —1:

Q=" e, ix,
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Q 8. Montrer que, pour tout A dans C, @, (1) = AP’ (A).
On considere le polynéme R(X) = X?" + 1. Pour k dans [1,2n], on note ¢, = 21 + I et Wy, = el¥k,
n n

Q9. Montrer que

Q 10. A laide de la formule (I.1), montrer que

1 i’i P(Aw,) — P(A\) X2 + 1

VA eC, Q)\(X):—%k:1 o1 X—w, Wy,
puis en déduire que
1 & 2w PO 2w
VAEC, AP'(N) = ;P()\wk) q —uljk)z _ 2(n) ; i —ol)” (1.2)
Q 11. Montrer que
WAEC, AP'(\) = — ip(xwk)& +nP\).
2n = (1 —wy)?

On pourra appliquer I'égalité (1.2) au polyndme X2".
Soit maintenant f dans &,,.

Q 12.  Montrer qu'il existe U € C,,,[X] tel que, pour tout 0 € R, f(0) = e "0U (e!?).

2 -1
Q 13.  Vérifier que, pour tout k € [1,2n], Yk - et déduire des questions 11 et 12 que
(1—wg)?  2sin(p,/2)?
VOER, f/(6) = — if(e b oD (1.3)
’ 2 pt Pk 2sin(ip,,/2)2 ’
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