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Inégalités de Bernstein
Le but de ce problème est d’étudier les inégalités dites de Bernstein dans deux cadres différents.
La première partie s’intéresse à la démonstration de l’inégalité de Bernstein pour les polynômes et à certaines
applications. La deuxième partie introduit la notion de transformée de Fourier et permet d’établir une inégalité
de Bernstein pour des fonctions dont la transformée de Fourier vérifie certaines propriétés.
Les deux parties de ce sujet sont complètement indépendantes et peuvent être traitées dans l’ordre désiré.

I Inégalité polynomiale de Bernstein et applications
Dans cette partie,
— si 𝑛 ∈ ℕ, on note ℂ𝑛[𝑋] le ℂ-espace vectoriel des polynômes à coefficients complexes de degré inférieur ou

égal à 𝑛 ;
— si 𝑛 ∈ ℕ∗, on note 𝒮𝑛 le ℂ-espace vectoriel des fonctions 𝑓 : ℝ → ℂ vérifiant

∃(𝑎0,…, 𝑎𝑛) ∈ ℂ𝑛+1, ∃(𝑏1,…, 𝑏𝑛) ∈ ℂ𝑛, ∀𝑡 ∈ ℝ, 𝑓(𝑡) = 𝑎0 +
𝑛
∑
𝑘=1
(𝑎𝑘 cos(𝑘𝑡) + 𝑏𝑘 sin(𝑘𝑡)).

On remarque que les éléments de 𝒮𝑛 sont des fonctions bornées ;
— si 𝐼 est un intervalle non vide de ℝ et si 𝑓 est une fonction bornée de 𝐼 dans ℂ, on note

‖𝑓‖𝐿∞(𝐼) = sup
𝑥∈𝐼
|𝑓(𝑥)|.

On admet que 𝑓 ↦ ‖𝑓‖𝐿∞(𝐼) définit une norme sur le ℂ-espace vectoriel des fonctions bornées de 𝐼 dans ℂ.

I.A – Polynômes de Tchebychev

On définit la suite de polynômes (𝑇𝑛)𝑛∈ℕ par 𝑇0 = 1, 𝑇1 = 𝑋 et ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑇𝑛+2 = 2𝑋𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛.
Q 1. Pour tout 𝑛 dans ℕ, déterminer le degré de 𝑇𝑛, puis montrer que (𝑇𝑘)0⩽𝑘⩽𝑛 est une base de ℂ𝑛[𝑋].

Q 2. Montrer que, pour tous 𝑛 ∈ ℕ et 𝜃 ∈ ℝ, 𝑇𝑛(cos 𝜃) = cos(𝑛𝜃).
Q 3. En déduire que, pour tous 𝑛 ∈ ℕ et 𝑃 ∈ ℂ𝑛[𝑋], la fonction de ℝ dans ℂ, 𝜃 ↦ 𝑃(cos 𝜃) est dans 𝒮𝑛.
Q 4. Pour 𝑛 ∈ ℕ, calculer ‖𝑇𝑛‖𝐿∞([−1,1]).

Q 5. Montrer que, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, ‖𝑇 ′𝑛‖𝐿∞([−1,1]) = 𝑛
2.

On pourra commencer par établir que, pour tous 𝑛 ∈ ℕ et 𝜃 ∈ ℝ, |sin(𝑛𝜃)| ⩽ 𝑛|sin 𝜃|.

I.B – Inégalité de Bernstein

Soit 𝑛 un entier naturel non nul.
Q 6. Soit 𝐴 ∈ ℂ2𝑛[𝑋], scindé à racines simples, et (𝛼1,…, 𝛼2𝑛) ses racines. Montrer que

∀𝐵 ∈ ℂ2𝑛−1[𝑋], 𝐵(𝑋) =
2𝑛
∑
𝑘=1

𝐵(𝛼𝑘)
𝐴(𝑋)

(𝑋 − 𝛼𝑘)𝐴′(𝛼𝑘)
. (I.1)

Soit 𝑃 dans ℂ2𝑛[𝑋], et, pour tout 𝜆 ∈ ℂ, 𝑃𝜆(𝑋) = 𝑃(𝜆𝑋) − 𝑃(𝜆).
Q 7. Si 𝜆 ∈ ℂ, vérifier que 𝑋 − 1 divise 𝑃𝜆.
Pour tout 𝜆 dans ℂ, on note 𝑄𝜆 le quotient de 𝑃𝜆 par 𝑋 − 1 :

𝑄𝜆(𝑋) =
𝑃(𝜆𝑋) − 𝑃(𝜆)

𝑋 − 1
∈ ℂ2𝑛−1[𝑋].
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Q 8. Montrer que, pour tout 𝜆 dans ℂ, 𝑄𝜆(1) = 𝜆𝑃′(𝜆).

On considère le polynôme 𝑅(𝑋) = 𝑋2𝑛 + 1. Pour 𝑘 dans ⟦1, 2𝑛⟧, on note 𝜑𝑘 =
𝜋
2𝑛
+ 𝑘𝜋
𝑛

et 𝜔𝑘 = ei𝜑𝑘 .

Q 9. Montrer que

𝑅(𝑋) =
2𝑛
∏
𝑘=1
(𝑋 − 𝜔𝑘).

Q 10. À l’aide de la formule (I.1), montrer que

∀𝜆 ∈ ℂ, 𝑄𝜆(𝑋) = −
1
2𝑛

2𝑛
∑
𝑘=1

𝑃(𝜆𝜔𝑘) − 𝑃(𝜆)
𝜔𝑘 − 1

𝑋2𝑛 + 1
𝑋 − 𝜔𝑘

𝜔𝑘

puis en déduire que

∀𝜆 ∈ ℂ, 𝜆𝑃 ′(𝜆) = 1
2𝑛

2𝑛
∑
𝑘=1

𝑃(𝜆𝜔𝑘)
2𝜔𝑘

(1 − 𝜔𝑘)2
− 𝑃(𝜆)

2𝑛

2𝑛
∑
𝑘=1

2𝜔𝑘
(1 − 𝜔𝑘)2

. (I.2)

Q 11. Montrer que

∀𝜆 ∈ ℂ, 𝜆𝑃 ′(𝜆) = 1
2𝑛

2𝑛
∑
𝑘=1

𝑃(𝜆𝜔𝑘)
2𝜔𝑘

(1 − 𝜔𝑘)2
+ 𝑛𝑃(𝜆).

On pourra appliquer l’égalité (I.2) au polynôme 𝑋2𝑛.
Soit maintenant 𝑓 dans 𝒮𝑛.
Q 12. Montrer qu’il existe 𝑈 ∈ ℂ2𝑛[𝑋] tel que, pour tout 𝜃 ∈ ℝ, 𝑓(𝜃) = e−i𝑛𝜃𝑈(ei𝜃).

Q 13. Vérifier que, pour tout 𝑘 ∈ ⟦1, 2𝑛⟧, 2𝜔𝑘
(1 − 𝜔𝑘)2

= −1
2 sin(𝜑𝑘/2)2

et déduire des questions 11 et 12 que

∀𝜃 ∈ ℝ, 𝑓′(𝜃) = 1
2𝑛

2𝑛
∑
𝑘=1

𝑓(𝜃 + 𝜑𝑘)
(−1)𝑘

2 sin(𝜑𝑘/2)2
. (I.3)

Q 14. En déduire que

∀𝜃 ∈ ℝ, |𝑓′(𝜃)| ⩽ 𝑛‖𝑓‖𝐿∞(ℝ). (I.4)

I.C – Quelques conséquences de l’inégalité (I.4)

Soit 𝑛 un entier naturel non nul.
Q 15. Déduire des questions 3 et 14 que

∀𝑃 ∈ ℂ𝑛[𝑋], ∀𝑥 ∈ [−1, 1], ∣𝑃 ′(𝑥)√1 − 𝑥2∣ ⩽ 𝑛‖𝑃‖𝐿∞([−1,1]).

Q 16. Montrer que

∀𝑄 ∈ ℂ𝑛−1[𝑋], |𝑄(1)| ⩽ 𝑛 sup
−1⩽𝑥⩽1

∣𝑄(𝑥)√1 − 𝑥2∣ .

On pourra considérer 𝑓 : 𝜃 ↦ 𝑄(cos 𝜃) sin 𝜃 et vérifier que 𝑓 ∈ 𝒮𝑛.
Q 17. Soit 𝑅 ∈ ℂ𝑛−1[𝑋] et 𝑡 ∈ [−1, 1]. Montrer que

|𝑅(𝑡)| ⩽ 𝑛 sup
−1⩽𝑥⩽1

∣𝑅(𝑥)√1 − 𝑥2∣ .

On pourra considérer le polynôme 𝑆𝑡(𝑋) = 𝑅(𝑡𝑋).
Q 18. En déduire que, pour tout 𝑃 dans ℂ𝑛[𝑋],

‖𝑃 ′‖𝐿∞([−1,1]) ⩽ 𝑛2‖𝑃 ‖𝐿∞([−1,1]).

Q 19. Peut-il y avoir égalité dans l’inégalité précédente ?
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