DL et étude d’'une solution d’équation différentiele

Dans tout ce probleméy désigne I'ensemble des entiers naturel® efensemble des nombres réels.
Partiel

On considére I'équation différentielley’ + 2zy = 1.
1. De quel type d’équation différentielle s’agitil
On désigne désormais pgrl'une de ses solutions si® , que I'on ne cherchera pas a exprimer pour I'msta
2.a  Prouver qug estde class€™ surR.
2.b  Quelle est la valeur dg(0) ?
3. Montrer que ¥n € N,Vz € R, f""? (z) = —22f "V (@) — 20 + )f ) ).
4.a  Montrer quef admet en0 un développement limité a tout ordpe(p entier naturel).

Ecrivons un tel développement limité au moyen d'sui¢e de reelsa, ), :

flz)= ianx" +o(z”) .

n=0
Exprimer a, en fonctionf™ (0).
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4.c  Obtenir également I'expression des termgs a I'aide def(0) (& entier naturel).

4.b  Alaide du résultat de la question 3, montree : Vk € N,a,, ., =

Partiell

On considére la fonction de la variable réele :z +— D(z) = e fo é'dt .

1. Justifier le fait queD est une fonction de clasgg sur R , et vérifier queD est une solution suR de
I'équation différentielle 3y’ + 22y = 1.

2. Etudier la parité d& .

3. Prouver que Yz € R*,ze” <D@)<z.

4.a  Prouver queVmeR**,j;Ietzdt:z—Jr%—%eJrf 1It_?dt'
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4b  Soitla fonctionh:tr—>(:—2. Montrer queh est croissante sut,+oo| .
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En déduire que Yz € [1,+oo[,fl' %dt < h(x)f1 t—jz'dt .
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et qu'au voisinage de-co : f t—4dt =0
1

4.c  En déduire qu'au voisinage dex :flme"zdt ~ Z .

XL
En déduire enfin un équivalent d&(z) au voisinage det-co.

5.a  Prouver quéd admet un maximum, atteint en un point
5.b  Montrer que ce maximum est égagbé.

5.c  En déduire 'unicité du point ou la maximum aiseint.



Partielll

1. Déterminer a I'aide d& I'ensemble des fonctions solutions sRrde I'équation différentielle :
v +2zy=1.
2. Montrer I'existence d’une unique solution imggair



