Corrigé - Centrale MP/MPI 2023 Maths 1

@Dans ce corrigé la composée d’ endomorphismes U et V est notée parfois U o V, parfois UV.
De méme U évalué en un vecteur p sera écrit parfois U(p), parfois Up.

(1) Soit a € K. On vérifie aisément que
Vp,geK[X],Va,BeK, Eqglap+Bq) = (ap+Bq)(X+a) =ap(X+a)+q(X+a) =aE,(p)+BE.(q).

Deplus E ;o E_, =E_,0E, = I donc E, est bijective.

(2) o Jestlinéaire par linéarité de I'intégrale.
« Pour vérifier que R[X] est stable par J il suffit alors de vérifier que pour k € N, J(X*) € R[X].
Ona:

k X+ 1 k41 vk+l 1 & (k+1)
](X):fx rdr:m((x+1) -X )=m;) ; X' e R[X].
1=

(3) Lexpression ci-dessus montre que deg(J(X¥)) = k. Soit p € R[X] de degré d, qu’on peut écrire
p= Z‘ZZO arX*avec a; #0.0Ona

d-1
Jp=a4 XN+ Y a (X9,
N k=0
dedegréd ‘—0 — ——~
dedegré<d-1

Ainsideg(Jp) =d.
- Injectivité. En particulier pour p € R[X] on al'implication :

Jp=0=>deg(Jp)=-1=>deg(p)=-1= p=0.

Donc Ker(J) = {0} et donc ] est injective.

- Surjectivité. Soit p € R[X]. Posons d = deg(p). R;[X] est stable par J, et 'endo J; induit par J
sur R4[X] est injectif (car Ker(J;) = Ker(J) NR4[X] = {0}), donc bijectif car R;[X] est de dimen-
sion finie, donc il existe g € R;[X] tel que J;(q) = J(q) = p.

(4) Classique! Montrons par récurrence que pour ke Non a
(k) : d'intégrale [, t*e~!dt converge et vaut k'».

Pour k=0, c’estdu cours: [y e 'dt=1.
On suppose Z22(k) pour un k € N. Alors 'intégration par parties suivante, justifiée par I'exis-
tence de limites finies dans le crochet, montre que f0+°° t*+le~tdt converge et que

+00 +00
f tk+1e_tdt: [—tk+le_t
0 0

N——
=0 par c.c.

+00
+f (k+Dt*e 'dr= (k+Dk!'= (k+1).
0

(5) On vérifie aisément que L est linéaire, par linéarité de la dérivation et de 'intégrale.



Pour vérifier que K [X] est stable par L il suffit de vérifier que pour k € N, L(X*) e K[X].Ona:

+00
L(X% = —f e k(X + 0k 1dr
0

k-1 p+oo (f-_1 . .
= et xRy

i=0J0 L

k-1 :
:—kZ( , )i! xk-1-

i=o\ !

k-1 1 el—i
Y xk-l

)3 Ty

k-1 X]
=—k!') — (changement d’indice).

j=0 J:
Donc on a bien L(X¥) e K[X].

L n’est pas inversible : en effet L(1) = 0, donc Ker(L) # {0}.
6) - Yael, Eqol=10E,=E,.
De plus I(X) = X ¢ K* donc I n'est pas un endomorphisme delta.
- VaeK,VpeK[X], DoEs(p) = (p(X+a)) =p'(X+a)=E;oD(p).
De plus D(X) =1 € K* donc D est un endomorphisme delta.
- VaeK,E,oE;=E;0E,.
De plus E;(X) = X + a ¢ [K* donc E, n'est pas un endomorphisme delta.
- VaekK,VpeKIX], JoE.p) =[x p(t+a)dt = e pwydu = Eqo J(p).
u=it+a
De plus J(X) = (X +1)> - X?) = X + 3 ¢ K* donc J n'est pas un endomorphisme delta.
- YaeK,VpeKIX], LoEy(p) = — [y e ' p'(X + @) + )dt = E;0 L(p).
De plus L(X) = -1 € K* donc L est un endomorphisme delta.
(7) Notons . 'ensemble des endomorphismes de K[X] shift-invariants. Vérifions que (%, +,-,0)
est une sous-algebre de (Z(K[X]), +,-,0) :

- & est stable par combinaison linéaire : pour T}, T € L eta,feK,ona:
Ego(aTa+BTo)=aE oTa+PEsoTy=aTpoE s+ PTooE,=(aTa+ BT2)0E,.
- S eststable paro:pour 77, T» € #,0ona:
Ego(ThoTy)=TioEzo Ty =(T10T5)0E,.

- Enfin I € & d’apres (6).

Lensemble des endomorphismes delta n’est pas stable par + ni par o, parce que par exemple
D + (—D) et Do D ne sont pas des endomorphismes delta.
Eneffet ( D-D)(X)=0¢K* et (DoD)(X)=0¢ K™

(8) Soit p € K[X] et d son degré. On a D¥p = 0 pour k > d donc la somme de I'énoncé est une
somme finie donc bien définie, et de plus 3.7 | arDFp = Zi:o a.D¥p est un élément de K[X]
en tant que somme de polyndmes.

(9) Notons encore d le degré d'un polynéme p € K[X]. Soit a € K. Alors

((i aka)oEa

k=0

(X+a):(an

goaka))p

d d
p= Z dek(p(X+6l)) = (Z akp(k)
k:() k:o



(10)

(11

(12)

(13)

(14)

Supposons ¥ ;% aka ) IA biD*. Evaluée en p = X" pour n donné, cette égalité donne

n n
Y arDF(X™ = Y b DF(X™).
k:O kZO
Comme chaque terme DF(X"™) est un mondme de degré n — k, le coefficient constant dans
cette égalité donne n'a, = n'b, donc a, = b,,.

Limplication < est immédiate car nous avons vu en (9) que tout endomorphisme de la forme
Teo axD¥ est shift-invariant.

Réciproquement, supposons T shift-invariant. Pour montrer 1’égalité voulue il suffit de mon-

trer qu’elle a lieu pour tous les vecteurs de la famille (g,),en car celle-ci forme une base de

KI[X]. FixonsneNetQ, =T(g,). Onapour toutaeR:

QnX+a) =T, X+a)

. (M)
n!
n
Z k'(n k! a" *T(x*)  (binome de Newton et linéarité)

En remarquant que D¥q,, = ¢, on obtient donc
Sk
QuX+a) =} D"qn(a)Tqy.
k=0
En particuliant en évaluant en 0 on obtient :
L k
Qn(@) =) Tqr(0)D"qn(a).
k=0
Ceci étant vrai pour tout a € R on a donc bien :
- k - k
Qu="Tqn= ) Tqc(0)D"qn =} Tqr(0)D"qn.
k=0 k=0

Deux endomorphismes shift invariants sont d’apres ce qui précede nécessairement de la forme

oo
= Z aka et =332, b D¥, avec (ay) et (by) dans KN. On a alors
k=0

o0 n
TyoT,=TooTi=)_ (Z akbn_k)D

n=0\k=0

Le résultat de (11) appliqué a T = E,; donne pour tout p e K[X] etacK:
deg(p) f deg(p) f deg(p) ak ‘
pX+@)=Eap= ), EaqOD'p= Y a@p®= 3% —-p®©.
k=0 k=0 k=0 *-

On reconnait la formule de Taylor pour les polyndémes.

_ . 14k k1 1 1
On applique (11) a T =J.On a Jg¢(0) = T de= *+ D1, = Tk donc pour p e K[X] :
deg(p) 1 ®
Jp= ,CZ:O k+ 11"
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(15) e (D—1) est bien inversible car pour p € K[X] :

p=Y Dp-Y D*p=p.
k=0

k=0 k=1

(D—I)o(—ZDk

» On procede comme dans les questions précédentes avec T = L.Ona T gy =0, et pour k€ N* :

+00 ; Z-k—l
L =— - =-1, ‘apres (4).
qx(0) fo e 1! dt d’apres (4)

Ainsi la question (11) donne pour tout p € K[X] :

deg(p) f
Lp=- ) D"p.
k=1

Soit p € K[X], de degré d. On remarque que

d
Lo(D-Dp=L(p)-Lp)=-Y. D*p'+ Y Dkp

d d
==Y pP 1Y p® = pO = pp,
k=2 k=1

D’ot1 Lo (D - I) = D, et donc a supposer que (D — I) soit inversibleona L= (D—1)"!oD.
(16) On pose n(T) =min{k e N : Tq(0) # 0}. Alors pour p € K[X] de degré d,

- 0, sid<n(T)
Tp= Tqr(0)p® = _
k=;T) Zz:nm Tqr©0)p®, sid=n(T).

Ainsi
-1, sid—n(T)<-1

deg(Tp) =
eg(l'p) {d—n(T), sid—n(T)>-1,

d’ot1 la conclusion voulue.
(17) Ker(T) ={p e K[X] : deg(Tp) = -1} =K,()-1[X] d’apres la question précédente.

(18) e Supposons (i) et montrons (ii).
T étant inversible on a Ker(7T) = {0} donc 1 ¢ Ker(T), et donc T1 # 0.
e Supposons (ii) et montrons (iii).
OnaT1=Y1%" Tq,(0)D*1 = Tqo(0).1 #0, donc Tqo(0) #0, et donc n(T) = 0.
La question (16) donne alors Vp € K[X], deg(Tp) = deg(p).
e Supposons (iii) et montrons (i).
L'hypothése donne immédiatement Ker(7') = {0} : pour p # 0, on adeg(T p) = deg(p) # —1 donc
Tp#0.
Il reste @ montrer que T est surjectif. Soit p € K[X] de degré d. K;[X] est stable par T d’apres
(16), et 'endomorphisme induit par T sur K;[X] est injectif donc bijectif (car K4[X] de dim
finie), donc il existe g € K[X] tel que Tq = p.

(19) Supposons T inversible. Pour a € K, E, est également inversible avec E;! = E_,.
Onadonc (E,oT)" ! =(ToE, ™!, autrementdit ToE_,=E_4o0T.
En remplacant a par —a on obtient bien la conclusion voulue.

4



(20)

21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

On sait que T est de la forme T'=Y27 | aD* avec ay = Tq(0).

L'égalité de (11) donne TX = apX + al, donc I'’hypothese TX € [K* donne ay =0 et a; # 0.
e Existence.Ona T = Do (Y32, ayD*1), d'ot1l'égalité T = Do U avec U = X0 @ps1 DF
(U est bien shift-invariant d’apres (9)).

e Unicité. Soient U = Y27« D¥et V= Yo P +D* deux endomorphismes shift-invariants (U
et V sont nécessairement de cette forme avec (ay) et (Bx) dans KV, d’apres (11)).

On supposeque T=DoU = DoV et on vamontrer que U = V.

Onaj} (2, ap_1D¥ = I ,Bk_le.

D’apres (10) on en déduit: Vk =1, ay_) = fx-1, donc VKeN, ay = i, donc U =V.

e Exemple 1.Si T = D, c’estimmédiat: T = Dol donc U = 1.

e Exemple 2.Si T = L, par définition de Lon a L =®o D ou U est défini par

Dp(x) = — [y e "p(x+ t)dt. @ est shift-invariant donc L= Do ® et donc U = ®.

p est non nul donc deg(p) = 0. Comme ici ag =0 et a; # 0, on a n(T) =1, et la question (16)
donne donc deg(Tp) = deg(p) — 1. Ainsi

Ker(T) ={p e K[X] : deg(p) =0ou 1} = K[ X].

On a ainsi Ker(T) # {0} donc 0 € Ker(T). Par ailleurs pour A # 0 un polynéme p non nul ne peut
pas vérifier T p = Ap puisque deg(T p) = deg(p) — 1. Donc aucun scalaire A non nul n’est valeur
propre, et finalement Sp(7T) = {0}.

Nous avons déja remarqué que K, [X] était stable par T, donc la restriction de T a K ,[ X] défi-
nit un endomorphisme T}, de K, [X].

Si T, était diagonalisable, dans une base 28 de vecteurs propres pour T, (nécessairement as-
sociés a la seul valeur propre 0), on aurait

Matg(T) =
0

et donc T serait nul, ce qui n’est pas le cas puisque T X # 0.

La question (22) donne Im(T},) < K,,—;[X]. Par ailleurs
Ker(T,) =Ker(T) nIK, [ X] = Ko[X],

donc le théoreme du rang donne dim(Im(7,)) = (n+1) -1 = dim(K,_;[X]). Ainsi par inclusion
et égalité des dimensions on a Im(7T,,) =K ,_1[X].

Soit p e K[X] de degré d. On a p € Im(Ty;,1) donc il existe g € K 411 [X] (et donc dans K[X]) tel
que T441(q) = T(q) = p. Donc T est bien surjective.

qo est évidemment déterminé de maniére unique par gy = 1.
Fixons n € N*. Supposons que ¢y, ..., §,—1 €xistent et sont uniques, et montrons qu’il existe un
unique r € K[X] tel que

deg(r)=n, r(0)=0, Qr =¢gn—1

(ce polyndme pourra alors étre noté ¢,).

Comme deg(g,-1) = n—1, (24) donne l'existence de ry € K[X] de degré n tel que Qrg = gn-1.
Ensuite comme Ker(Q) = Ko[X] les solutions de I'équation Qr = g,,—; sont les polynomes de
laformer =rp+aaveca€kK.Onar(0) =0 < a=—ry(0). donc le polynéme r = ry — r9(0) est
I'unique élément de K[X] vérifiant Qr = g,,—; et r(0) =0, et on a bien deg(r) = deg(rp) = n.

Fixons y € K et montrons, pour n € N, I'égalité des polyndmes

n
An=qn(X+y), et By=) qiX)qn-r.
k=0



On procede pour cela par récurrence, en montrant que pour tout i € [0, n],
Q" (A~ Bn) =0

(cette propriété pour k = n donnera alors A, — B;, =0). On pose U; = Q" (A, - B,).
e Pour i = 0: par shift-invariance on a

Up=Q"qn(X+y)— Y qn-i()Q" qi(X).
k=0

Les termes d’'indice k < n sont nuls dans la somme, donc Uy = qo(X+¥)—qo(y)go(X) =1-1=0.
e Soit i € [0, n—1]. Supposons U; = 0. Comme U; = QUj,1, on a Ui € Ker(Q) =K. Or

Ui41(0) = Q"1 A,(0) - Q"1 B, (0)

= qin1 ()= Y Gn-k() Q" qr (0)
k=0 v
=0pourk<n

n
=qi+1(y)— Z An-k(¥)  qk-n+i+1(0)
k=n-i-1 v ;
=0Opourk>n—-i-1

=qi+1) = qi+1(1)q0(0) = gi+1(¥) — gi+1(y) =0,

donc on abien U;;1 =0.

(27) On suppose que pour tout n € N on ait

n
deg(qn) =n, et Yx,yeK, ga(x+y) =) qi(x)gn-r ().
k=0

« Alors g est égal a un scalaire @ € [K* et en prenant n =0 et x = y = 0 on obtient
a=qo0)=qo0?=a?> donc a=gqgo=1.
« Ensuite on peut montrer par récurrence forte sur n € N* que ¢,(0) = 0. En effet on a
710)=1xq1(0)+¢:1(0)x1  donc  ¢1(0)=0,

et en supposant ¢;(0) =---=¢g,-1(0)=0ona:

-1

Gn(0) =1x q,(0)+ Y qr(0)Gn-r(0)+1x g,(0)  donc  g,(0)=0.
kzlﬁf_l

« Justifions que F := (g,) nen €st une base de K[X]. Ceci aura pour conséquence qu’il existe
un unique endomorphisme Q € K[X] tel que Qgo =0et VYn e N*,Qg, = gn-1, puisqu'un endo-
morphisme est déterminé de maniere unique par les images des vecteurs d'une base.

Z estlibre car elle est a degrés distincts, et Vect(%) contient Vect(qy, ..., q,) pour tout n € N, or
(qo,---,qn) estlibre et contient (n + 1) vecteurs donc Vect(qy, ..., gn) = K,[X], donc Vect(¥) =
KI[X].

« Il reste a vérifier que 'endomorphisme Q ainsi défini est bien un endomorphisme delta.



On a en effet pour tout ae K :

QoEu(qn) =Q(gnX+a)=Q

—

> qn_k(a)qk(X))
k=0

Il
M=

Gn-x(@Qqr(X) (linéarité)

=~
Il

0

Il
M=

Gn-r(@qr-1(X)  (hypothese faite sur Q)

k=1
n—1

= Z qn-1-k(@) qi(X) (changt d’indice)
k=0

=qn-1X+a)=E;oQ(qn),

et ceci entraine Qo E, = E,; o Q puisque la famille (g,) est une base de R[X].

(28) Cet énoncé me fait penser qu'une autre méthode était attendue dans la question précédente
puisque ce qu'on doit obtenir ici a déja été montré.

(29) Les relations Qqo = 0 et Qqy = qx—1 pour k € [1,n] donnent la matrice M de Q,, dans la base
(QO,---,Qn) :

Par conséquent tr(Q,) = tr(M) = 0, det(Q,) = det(M) =0, et yg, = ym = X".
(30) Posons 1y, = XT’: pour n € N. On a bien

- 1r0=1;

VneN,deg(r,) =n;
- VneN*, r,(0)=0;

% _ nX}’l—l _ Xn—l
- VneN", Dr, = =5 = o

Donc par unicité de la suite (g,) onaVneN, g, = ry.

(31) Méme méthode, avec cette fois s,, = W

pour n €N (et sp =1). On a bien
- S=1;

- VneN, deg(s,) =n (ilya n facteurs de degré 1 au numérateur);

- VneN*, s,(0)=0;

- YneN*,

X+DX(X-1)...(X-n+2) X(X-1)...(X-n+1)
(Er—Dsp= py - o

X(X-1)...(X-n+2)
= (X+1)-(X-n+1))

n!
XX-1..X-n+2)
= Xn
n!
_XX-1D..(X=(n-1)+1)
- (n—1)! = Sn-l

Donc par unicité de la suite (q,) onaVneN, g, = s,.



(32)

(33)

(34)

C’est une somme finie, car son terme général est nul pour k > d ou d = deg(p). Cette somme
est un polyndme comme somme de polynémes. Comme (qy, ..., q4) est une base de K;4[X], p
s’écrit (de maniere unique) :

d
P:Z“i%', avec ay,..., x4 € K.
i=0
On a alors pour k € [[0,d] :
d
(@O =) aiQ“q:(0)

i=0
Or pour i < k, on a Q€g; =0, et pour i > k, Q*g;(0) = g;_(0) = 0. Donc finalement

(Q*p)(0) = a1 Q% 41 (0) = @G0 (0) = ay.

d
En remplacant dans |'expression initiale de p, il vient: p = Z (Qk p)(0) G-

k=0
o0
Il suffit de vérifier que les endomorphismes T et Z (Tqx) (0)Q* coincident sur les vecteurs
k=0

d’une base, par exemple (g;)ien. Soit donc i € N. Or on a
00 i
Y (Ta©Q qi = Y (Tqr)©0)qi—x
k=0 k=0

i
=Y (Tqi-©)(0)gr  (changt d'indice)
k=0

=Y (ToQ*q)(0)gx

k=0

= Z (Qk oTq)0)qgx (T et Qk commutent d’apres (12))
k=0

=Tq; (d’apres (32) appliquée au polyndéme T¢;).

On prend dans cette question T =D et Q = E; — I donc on aici gi = % XX-1..(X=-k+1).
On applique dans ce cadre la formule obtenue en (33).
« Ici, D (0) = g,.(0) est le coefficient devant X dans gx. On a donc ¢g;,(0) = 0 et pour k € N* :

1 Dl k-1! (k!
DGi(0) = 7 x (1) x (=2) x - x (=k+1) = o -—

¢ Pour tout k € N on a par bindme de Newton (car E; et [ commutent) :

Q’“:gko(’f

j=o0\J

Jo_ k—j_k k_ k—jr.
E/(-D* =) | |(-D*E;

Jj=0
donc pour p e K[X],
k k .
Qp=3% ( -)(—1)k_]P(X+ D-
j=0\J
 Conclusion. L'égalité obtenue en (33), évaluée en p (dont on note d le degré), s’écrit

P =Y q.0Qp.
k=0
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(35)

(36)

(37)

(38)

Or g,(0) =0 et Q*p =0 pour k > d donc les calculs ci-dessus donnent :

D(X) = i (-D*!

DI (Z( k- f( )P(X+J))

L'application @ qui a un endomorphisme T associe sa dérivée de Pincherle, c’est-a-dire :

O : KulX] — Kyu[X]
T — T

étant clairement linéaire (non détaillé ici), il suffit de vérifier que pour k € Net p € K[X], ®(D¥)(p) =
kD*1(p) (rappelons que les sommes de I'énoncé, évaluées en p, sont en fait des sommes fi-
nies). On a

(Dk),(p) — (Xp)(k) —Xp(k)
k (k) .. .
= (Z ( _)X(”p(k_’)) -xp®  (Formule de Leibniz)
i=0\!
_ (Xp(k) + kp(k—l)) ~Xp® = kDF1(p).

D’apres (9) et (11), les endomorphismes shift-invariants sont exactement ceux de la forme

(0,0
T=Y a.DF,
k=0

et la question précédente montre que si T est de cette forme alors T’ = ¥ /(k + 1) a1 DF qui
est donc encore shift-invariant.

On reprend I'expression de T’ ci-dessus (qui est donc shift-invariant), avec ici 'hypothése sup-
plémentaire que ay = 0 et a; # 0. Alors pour p € K[X],

T'(p)=aip+ Y (k+Dagp®,  donc deg(T'(p)) = deg(p).
k=1

Ainsi la famille (T'(X*)) xen vérifie deg(T'(X¥)) = k et ¢’est donc une base de K[X], par le méme
raisonnement qu’en (27). Comme I'image par T’ de la base canonique est une base, T’ est donc
inversible.

On calcule pour p e K[X] :

(S'oT+SoT(p)=S"(Tp)+T(S p)
=S(Xx(Tp)—XS(Tp)+S(T(Xp)—S(X x(Tp))
=SoT(Xp)—XSoT(p)=(SoT) (p),

d’ot I’égalité demandée.

Une conséquence importante dans la suite (non demandée par I'énoncé). On démontre alors
par récurrence que pour p € N, (SP)' = pS' o SP~L. Pour p = 0 elle est immédiate (I’ = 0), et si
on la suppose vérifiée a un rang p € N alors comme S et S’ commutent (étant shift-invariants),
(SPH1) = (S0 SP) =85 08P +80(SP) =S5 0SP +So(pS' oSPH)y=(p+1)SP = (p+1)S' o SP.

De plus ceci reste vrai pour p € (—N), avec S supposé inversible. En effet en dérivant I'égalité
S7PoSP = I onobtient —pS'oSP 1o SP+S7Po(SP)' = 0,d’ol1 (SP) = pSPoS'0S P LoSP = pSP~1L.
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(39) On utilise les propriétés de la question précédente, le fait que tous les endomorphismes en jeu
commutent, et les égalités D' = I et D(X") = nX"" 1 :
QoU N XM =D oU+DoU)oU ™ 1X"
=U "X +U U " HD(X™)
=U " XM +nU U (X"
=U"X" -0 X"
=U"XM - (UT"(X.X"H-XxUT"(x"h)
= XU "(x" .

(40) « Comme pour les questions (30) et (31), on utilise la caractérisation des polynémes ¢,, en
vérifiant que la suite définieparro=1etVneN*, r, = % Xunxmh= % QoU (XM, vé-
rifie les 4 propriétés qui définissent g,,. Ceci montrera par unicité que r,, = g5, d’'ou la premieére
égalité demandée :

- 19 =1 par hypothese;
- VneN*, on vérifie que Qr,, = ry,_1 :
X" X" XI’L—I
Qr=QoQou™ ! (25)=@ouen(Tn) = Qo (2 ) <
n!

n! (n-1)!

- VneN*, r,(0) =0 (immédiat);

Le fait que deg(r,) = n est immédiat pour n = 0 et s'obtient facilement par récurrence a
partir de la question (16) : ici n(Q) = 1 donc deg(r,-;) = deg(Qr,) = deg(r,) — 1.

« Pour la seconde égalité, 1'égalité obtenue précédemment, appliquée au rang n—1 (a supposer
qu’on ait n = 2) donne :

QeoU"X" H=m-Dlgp1 (),

z 9z

or Q' est inversible d’apres (37), donc ceette égalité s’écrit aussi

Xn—l
\—1 n —
Q) "oU dn-1= (I’l—l)!.
Donc
n—1
1, = XU [ 2| = XU (@) o U" g1 = X(Q) g

(U et (Q)~! commutent d’apres (19)). On vérifie enfin que (*) reste vérifiée pour n=1:
QoU ') =(WU+DoUYoU '(1)=1+U"oU toD1)=1=0!q.

(41) e Lapremiere égalité découle directement de1’égalité (D—1I)L = D (montrée en (15)), qui s’écrit
aussi Do L— L= D. Puisque L¢, = ¢,_; cette égalité évaluée en ¢,, donne en effet :

Dlp1—0n1=Dly;

!/ _p!
n_l_gn_l—én.

e LD-L=Ddonne L+ DL —L'=Idonc L=D(D-I)"!. Dapreés (38) en dérivant cette égalité
onobtient ' =(D-D"'+D-MD-03=D-D)?*D-1-D)=—-(D-1)2, etainsi (L") =
—(D-D>.

Ainsi la deuxieme égalité de (40) donne

nlp=-X(D-D*0,_1= —X(( 1~ Cno) = Uy — fn_l))
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D’apres la premiere égalité de cette question on peut substituer :
I !/
nt,=-x(¢;-0,)

e Puisque L= Do (D-I)"!onaici U= (D-I)"'. Ainsi la premiére égalité en (40) donne

n I
:—(D N x*h== X (Z ﬁ( n"*- ka) (X" (bindme Newton, I et D commutent)
k=0 -
n—1
n-k_(n—1! n—-1-k
= kT x
X(k_o kl(n —k)'( R e )

n 10 xk-1
Z 'Z’l ])C)' )k (k- 1)|) (changt d’indice)

¢
£l

(42) Un endomorphisme est déterminé de maniere unique par les images des vecteurs d'une base,
or (qn)nen €st une base de K[X].

(43) 1l suffit de vérifier que Do T = T o Q, ce qu’on fait en observant qu'ils coincident sur la base
() nen : pour tout n € N* d’abord,

X}’l Xn—l
) =Tqn-1=ToQqp.

DoTq,=D|2]|=
4 dn (n! -1

Ensuite pour n = 0, I'égalité est encore vérifiée puisque Do T'qop=D(1) =0,et ToQqp=T0=0.

(44) Lalinéarité de W est assez immédiate (linéarité de I'évaluation en o X), et W est inversible car
il posseéde une bijection réciproque donnée par p — p(éX ).

(45) Onremarque d’abord que pour pe K[X] et keN,

1 X 1
a a (04

donc WoD¥o W' = & DF. Comme (D- D' = - X2 D¥, onadonc
P=WoDo(D-D"oW™!

o0
=-Y WoDoDFow™

k=0
o0
=-Y WoDFow~
k=1
|
—_V L pk
=1 ok
1 &1
=-—D) — D,
a ;—pa

d’ot1 I’égalité demandée puisqu’'un calcul analogue a celui de (15) montre que
1 o
(— D- 1) __y L pk
a

ko“k
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(46) D’apres (7), (9) et (19), P est shift-invariant comme inverse et composée d’endomorphismes
shift-invariants. De plus,

- Pl=WoLoW™'(1)=Wo L(1) =0 car L(1) = 0;

- PX=WoLo(:X)=1W(-1)=-1eK".

Enfin les propriétés po = 1, deg(p,) = n, et p,(0) pour n € N* découlent de celles vérifiées par
les polyndmes ¢,, et en outre

VneN*, Pp,=PoW(l,)=WoL(l,)=W({,-1)=pPn-1.

(47) Légalité LD — L= D donne D(L—1I)=Ldonc D= Lo(L— n-1L.
Pour la deuxiéme égalité il suffit de vérifier que

lDO(():I+(1—a’)L):LO(lD—I).
a a

Orcomme LD=DL=L+Dona

1 1 1 1
—Do(al+(1-a)L)=—(D+(1—-a)(L+D)); Lo (—D—I) =—(L+D)-al).
a a a a

Ces deux expressions sont bien égales.

(48) On utilise le fait que T o Lo T~! = D (question (43)) :

Q=ToLo(al+(1-a)L) toT™}
=ToLoT 'o[To(al+(1-aL)oT ']
=Dofal+(1-a)ToLoT '™
=Dolal+(1-a)D]™!
D’apres (7), (9) et (19), Q est shift-invariant comme inverse et composée d’endomorphismes
shift-invariants. On vérifie en outre les conditions pour que Q soit un endomorphisme delta :
- QM) =[al+(1-a)DI toD(1) =0;

- QX)=lal+(1- a)D]"1 (1) =e K*, car [a] + (1 — &) D] ! est shift-invariant et inversible donc
conserve le degré d’apres (18).

Ensuite la question (40) donne ici, puisque U = [a] + (1 —a)D] ' :
1
rp=— X(al+(1-a)D)" (X"
n!

1 = (n k n—k nn—k yn—1
=—_X a"1-a)" *D" " X"
n! ioi\k

(k—=1)!
k

n —1!
=—Xx) (Z)ak(l kD e

(49) On applique T~! des deux cotés de I'inégalité précédente. Par linéarité,
n (-1 X & [n-1
T =po=to@x)=Y |77 | Dkakfa-a)" k1! (—) =3 "7 enkafa-a ke, x).
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