Convolution de suites réelles

E =R" désigne I'ensemble des suites réelles.
Pouru € E, on noteu(n) au lieu deu, le terme d'indicen de la suiteu .

Pour u,v € E, on appelle somme des suiteset v, la suiteu +v € E définie par :
vneN,(u+v)(n)=u(n)+v(n).

On sait que la loi de composition interaesur E ainsi définie munitE' d’une structure de groupe commutatif
d’élément nul égal a la suite nulle not@e

Pouru,v € E', on appelle convolé de la suite par la suitev , la suiteuxv € E définie par :

YneN, @wxo)n) =S ulk)on k).

k=0

La loi de composition interne- sur E ainsi définie est appelée produit de convolutiersdites réelles.

l.a  Montrer quex est commutative et associative.

1.b  Onnotes la suite réelle définie par(0)=1 et Vne N",e(n)=0.
Etablir quec est élément neutre pow .

1.c  Montrer quex est distributive surt.
1.d  Que dire de la structufg’,+,x) ?

2.a SoitpeR etu la suite réelle définie parn € N,u(n)=p".
Montrer que I'élément: est inversible et déterminer son inverse.

2.b  OnnoteF =R™ I'ensemble des suites réelles nulles a partir demain rang.
Montrer queF est un sous-anneau de 'anngdi+,x ) .

2.c Soitf:E— E définie par:Yue E, la suite f(u) € E est donnée parn € N,[f(u)](n) = (—1)"u(n).
Montrer quef est un automorphisme involutif de 'anne@ti, +,x ).
3. On se propose maintenant de déterminer les étériteversibles de I'annea, +,x) .
3.a  Soitu un élément inversible de I'anned#,+,% ) . Montrer queu(0)= 0.
3.b  Inversement soit € F , tel quew(0)= 0. Montrer queu est inversible.
4, On se propose maintenant de justifier I'intégdé I'anneau F,+,x) .
Soitu,v € F telsqueu=0 etv=0.
On posep = min{n € N/u(n)= 0} et g=min{n e N/v(n)= 0} .
4.a  Justifier I'existence de et q.
4.b  Montrer que(uxv)(p+q)=0.
4.c  Conclure.



