EXERCICES MPSI

S, T CF et j

Binéme de Newton

Exercice 1 :

Simplifier les expressions suivantes :

n+1 n+2 n+1

1)) k- Zk 2)Zk Zz 3)Zkk+ =Y (k=2)(k—1)
kl 1=

k=1
1 o k
5)2 <_k+1> 6)g<2k> IS
g)gmk 10);(kf1)! 11) Ig(1—]:2)

Exercice 2 :

Soitnn e N. Calcglller les sommes nsuivantes :
1)y Crk 2) Y cpstt 3) Y ansth,
k=0 k=0 k=0
n n n k
1) > k(=112 5) Y " kCE, 6)
k=0 k=0 =

Exercice 3 :

1) Via la formule du bindéme de Newton, développer (1 + z)".

2) En déduire des simplifications des sommes suivantes :
n
Ck
Z SIE Z Ko 257
k=0
n

Pour tout n € N* on note §,, = Z
P (2k—1

1
)(2k+1)

1) Montrer par récurrence que

n
Vn e N*, S, =
A T
2) Recalculer cette somme par télescopie.
3) Montrer que
n 2
Vn € N, 1 >2 3
nen 1] ( ; 1) > on +
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4) Zn:(% +1)
kﬁO
8)> In(1+ %)
k:ln
12) ] 6k -3)
k=1



EXERCICES MPSI

(Extrait de CONCOURS)

Soit x € [0,1]. Soit n € N.
Notons pour tout k € {0,...,n}, By = CkzF(1 — )"k,

n
1) a) Calculer ZBn,k
k=0

b) En déduire que 0 < B, , <1

2) Caleuler kB, > k(k—1)Bny , puis K’ By

k=0 k=0 k=0
n k) 2
3) Calculer ;0 (a: — n> By

Exercice 6 :

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.

1) Montrer que

1 1
2) En déduire que
Ck 1

3) Montrer que
1 n
Vn € N¥, (1+> <3
n

Exercice 7 :
n n

En utilsant les valeurs des sommes classiques Zk: et ZkQ, calculer les

. k=1 k=1
somimes suivantes :

1) S, :zn:k(kJrl)
k=1

2) T, =1n+2(n—-1)+..+(n—-1)2+n.l1

Exercice 8 :

n
1) Soit x un réel différent de 1. Simplifier Z ka*.
k=1
2) Que vaut cette somme quand z =17
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EXERCICES MPSI

Exercice 9 :
n

Calculer la somme Z(—l)kk.
k=1

‘Exercice 10 :‘
Considérons la suite (up)p=1 définie par :

3

1
Vn € N*, =
" tn n+k

k=1

1) Montrer la suite (up)n=1 est bornée.

2) Montrer la suite (uy)n-1 est strictement croissante.

‘Exercice 11 :‘
Montrer que

VneN, Y k= (n+1)!
k=0

‘Exercice 12 :‘

n
1) Soient g € C et n € N. Calculer la somme Z .
k=0

2) Soit # € R. Calculer la somme Z ek?
k=0

‘Exercice 13 :‘

n
Soit ¢ un complexe différent de 1. Soit n € N. Posons S,, = Z kq®.
k=0
1) Calculer ¢S,, — S,,.

2) En déduire la valeur de S,,.

‘Exercice 14 :‘
Soit n € N*. Soient a et b deux réels vérifiant 0 < a < b. Montrer que

" —a”

b—a

n—1

na < bt

‘Exercice 15 :‘
Soient n € N et 8 € R. Calculer les sommes suivantes :

1) ZC’ﬁcos(k@) et chsin(kie).

k=0 k=0

Pr.ELAMIRI 3/5 www.iamateacher.org



EXERCICES

MPSI

2) Zcos(k&) et Z sin(k0).
k=0 k=0

3) Z kcos(k0) et Z ksin(k6).
k=0 k=0

‘Exercice 16 :‘

1) Montrer que

n n
VYn € N*, Vay,...,a, € RT, H (1+a;) = Zai
i=1 i=1

2) Montrer l'inégalité de Bernouli :

Vn e N*, Vo € R, 14+nz < (14+2)"

via les méthodes suivantes :
a) Déduisez-la de 1).

b)

c¢) Via la formule du binéme Newton.
d)

Par récurrence.

Via I’égalité de Bernouli.

‘ Exercice 17 :

n
Soient a € R et n € N. Notons P = H (1 —|—a2k>.

k=0
1) Quevaut Psia=17
2) Supposons maintenant que a # 1.
i) Calculer (1 —a)P.

ii) En déduire la valeur de P.

‘Exercice 18 :‘

n

Soit € R. Soit n € N. Posons P(z) = H cos(2Fz).
k=0

1) Supposons que z = 0 [r]. Calculer P(z).
2) Supposons maintenant que x # 0 [r].

a) Simplifier sin(x)P(z).

b) En déduire alors P(x)

‘Exercice 19 :‘
Soit n € N*.
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EXERCICES MPSI

1) Montrer que (n!)? Hk n—k+1)

1 +1
2) En déduire que /n < \/77 < o=

‘Exercice 20 :‘
n

Notons S,, = Z(Zk +1)3, pour tout n € N.
k=0
1) Montrer par récurrence que

Vn €N, S, = (n+1)%(2n* +4n + 1)

n 2n+1

2) Posons T, = Z( et Uy, Z k3.

k=0
Prouver que U, = S, + Th,.

3) Calculer T), et U,.

4) Retrouver alors I'expression de S,, donnée dans 1).
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Exercice 1

Simplifier les exp uivant
n+1 n n n+1
1)Zk Z&; Z)Zk Z?ﬁ 3)Zkk+1)—2(k—2) 4)sz+1)
: =0 k=1
) k
5)2(ch k+1) G)H%) T)EHM S)ZE 14 1
Q)Zkzk 10)2 k:+1) 11) H(l—%) 12) H(ﬁk 3)
i =2 |
’ o |

’.l)Z:{ k __..('h_,/j,) O — w2

=0 \ /
*H'l N /
.2) %é e Z (Z/*h _|.(m—ih-(m+z)> (% { + 9 -\—4—): LN+2

a0 h=2

3) %)wm 7 ks - ; tien) [ Z e m@

e L ({’;,(ﬂﬂz\.. ﬁ-—*)(ﬂ-ﬂ) —wn(n-12)

::-‘7_ QA{Q_ 2) - Y\(V\--f-*\

b ) V\# . W
L) Z st Qzé -\“;7— #ZXV\(M:"\_‘_J“F .
'lkh::O k=0 #l - __/_’____- F __
L —_— — --_____—-:___.."'"' -l __:____-—
g) é (i %41 -I—(rhi(&')!-p 1 h+1
W n A +1 7:\, " |
— , 'é _ el
°) 71@") = A(ﬁ.—:ﬁ ) -
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L1
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Exercice 2 :
Soit n € N. Calculer les somm
n

n ESHSUiV es
1) chzki 2) Zcfﬁyc_l! 3) Zcﬁgl—k?
W el k=0

n - . Ok
k k—162k L k
4) ZCH(—I) 2 "5) E :kcn}6)2k+1

a4 4 K )

antes :

=0 ) , i “ﬁm w h
= - % A PEARE +) __ (D)
’ s b { ;
5) ?{. C{ _.__,ZV\ C__i {4 _n c__¢
RS ".m - ie Rﬂ ,
= N Z_ a..-e,
d.::on_i ;
= Z Cur
ho A 4
= W > C....f.. (C...-g_r_ = 0, lowJem v
h<?






Exercice 3 :

1) Via la formule du binome de Newton, développer (1 + x)".

2) En déduire des simplifications des sommes suivantes :

kzznck, ;H)*‘fog, gkcﬁ kz_g"‘ikl
" -t (
1) @—H)”:{Z Cﬁam{(i B ;_Q A
" &H " v “

A oF e _([+) = S
%) 1 L4 .

M) y (--!') = (1.4. (-1')) - Q 11 ‘(

5 )
w) BM (%«czﬁ I (//*7)\4 :"LC‘ !

L0 —n2
o o b2
On iwthrod sl /’,.mte%(,.lfi, oo d
[ o - 0"/ 5 o)
e
- L
JACOEAE ; c (0 )






Exercice 4 :

1
Pour tout n € N* on note 5;, = Z
T (2k — 1)(2k + 1)

1) Montrer par récurrence que

n
kv i A—
n e N*, S, T

2) Recalculer cette somme par télescopie.
3) Montrer que

T 1 2
Vn € N, H (1+2k+1) >2n+3

1) Lrihiclisatim 2 Lo met

4
[(Oné Se —Z:— (2{_4) (ZK-H) A >

2x1+1
ﬁg@ juﬁa’(-’f  jan ==
L
ﬂé{&!l“ﬁ_l 79”" ném ‘w A Qo g _ -
‘79%’&“1 ﬂ:ﬂ. gv\ = m,/' h+1 -214-!-3
" <
Ons G, = Z anild
n a8 R










'Exercice 5 : | (Extrait de CONCOURS)
Soit z € [0, 1]. Soit n € N.
Notons pour tout k € {0,...,n}, By = CFzk(1 — z)**.

1) a) Calculer Z B k
=0

b) En déduire que 0 < B, <1

2) Calculer Z kB, Z k(k —1)B,\ , puis Z kEBn,k
=1 k=0 k=0
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Exercice 7 :

En utilsant les valeurs des sommes classiques Zk et Zkg, calculer les

sommes sulvantes :

1) Sn:ik(k—l-l)

k=1 k=1




Exercice 8 :

T
1) Soit x un réel différent de 1. Simplifier Z kx®.
k=1

2) Que vaut cette somme quand z =17
N
i) —:P ol g = ; *
A '& =
W 4 "




Exercice 9 :

Calculer la somme Z(—l)kk.
k=1




Exercice 10 :
Considérons la suite (up)n=1 définie par :

mn
1

Vn € N¥, anz
k:1n+k

1) Montrer la suite (Hn)n::l est bornée.

2) Montrer la suite (u,)n>1 est strictement croissante. |7a| 4—
) e ——
i) Dp;:k ne (N~ . U ::'Z_ N+
{1

Altantisn | Ce P”ﬁi‘:"
Lt ,d?;mel den

-t |

D N /2 (/m/ N A N
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Exercice 12 :

1) Soient g € C et n € N. Calculer la somme Zq%.

T
2) Soit 6 € R. Calculer la somme Zeikﬂ é

g Z 9 = 7 (1)

ﬁ_-,—-o




Exercice 13 :

Soit ¢ un complexe différent de 1. Soit n € N. Posons S5,, = Z kq®.

1) Calculer ¢S, — Sy.
2) En déduire la valeur de S,,. n ﬁ n | " '(




Exercice 14 :

Soit n € N*. Soient a et b deux réels vérifiant 0 < a < b. Montrer que

T~ bt
=WN4a p_b =W




Exercice 15 :
Soient n € N et 8 € R. Calculer les sommes suivantes :

1) Z CFcos(kf) et ZCﬁsm(kQ).
k=0 k=0

n

2) Zcos(k@) et isin(kﬂ).
k=0

k=0

3) Z kcos(k0) et Z ksin(k0).
k=0 k=0



Exercice 16 :

1) Montrer que
T T
Vn € N*, Vay,...,a, € RT, H(l +a;) >~ Zﬂ’i
i=1 i=1

2) Montrer I'inégalité de Bernouli :
VneN' VzeR", 1+nz<(1+2)"

via les méthodes suivantes :
a) Déduisez-la de 1),
b

) Par récurrence.
c) Via la formule du binome Newton.

d) Via l'égalité de Bernouli.



Exercice 17 :

T
Soient a € R et n € N. Notons P = H (1 + agk).
k=0
1) Que vaut Psia=17

2) Supposons maintenant que a # 1.
i) Calculer (1 —a)P.

ii) En déduire la valeur de P.



Exercice 18 :

Soit € R. Soit n € N. Posons P(x) = H cos(2Fx).
k=0
1) Supposons que x = 0 [7]. Calculer P(x).

2) Supposons maintenant que x # 0 [7].
a) Simplifier sin(z)P(z).
b) En déduire alors P(x)



T
1) Montrer que (n!)* = H k(n—k+
k=1

2) En déduire que y/n < ¥/n! < 2L

1)

= (WL & w {n 4(‘”‘)

ol 4 % fo(n- £+2) é(('\f\{"ﬁ:) )
&7 S b IR
(=7 7'11#” A A éZi T)

= n(lA) 2 R[4
= (kD (a2 7



/u_) P ywr b (n-t+D) é(‘ﬂ{})z :

(One ?, 2 2
(V_\’_z:(_{'_) __"y_,((/l._..'ll+’_’-~\ f_(_"_‘___'z_fj) _ 'ﬂ\ (MA—fL\ +"_
9 4
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Exercice 20 :

Notons S,, = Z(Zk + 1), pour tout n € N.
k=0

1) Montrer par récurrence que

YneN, S, =(n+1)*2n* +4n+1)

n 2n+1
2) Posons L=y (2R B6ils = )k
k= k=0

=
Prouver que U, = 5, + T,.

3) Calculer T, et U,.
4) Retrouver alors I'expression de S,, donnée dans 1).
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4) Retrouver alors I'expression de S,, donnée dans 1)
Uq = g“—[— n
_ U, _ Ta
- 2 2



