Correction

d’aprés Mines de Sup 2002
l.a [ estcontinue par opérations sur les fonctionsicoes et paire par rapport de fonctions impaires.
1.b  arctant =t —%ts +o0 € )donc f(t) = 1—%152 +o(t?).

On prolongef par continuité en 0 en posanf(0)=1.

1.c  Puisquef admet unDL,(0), f est dérivable ef’(0)=0
La tangente en O est la droite d’équatipa 1.

f@)—1~ —%tz +0(t?)< 0, la courbe est donc en dessous de sa tangentesinage de 0.

t—(1+t*)arctart

1.d f estdérivable suR* par opérations sur les fonctions dérivablg'¢t) = L)
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Pourt>0,0ona | ——— >0 donc f'(t) > 0.
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Pourt<0,ona | ——— <0 donc f'(¢) <0.
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Par suitef est croissante sUR™ et décroissante sk~ .
1.f Ci-dessus.

2.a f(t):l—%t2+o(t2) doncf:f(t)dt:x—éx3+o(x3) puis gb(x):l—%zz—Fo(xz).
On prolonge¢ par continuité en 0 en posap(0) = 1.

2b VzeR", j;_mf(t)dt:—j:f(t)df car f est paire. Par suité(—z) = ¢(z) . Ainsi ¢ est paire.
D'aprés le DL(0) de ¢ , ¢ est dérivable en 0 et’(0)=0

SurR, z— j:f(t)dt est dérivable de dérivéi(z) , donc par opérations; est dérivable suR”™ et

6@ == [ FOd+ @)= (@) -0 )).

2.c Soitz>0:
Vt€[0,z], on af(z) < f(t) <1 car f est décroissante SR .
Par suite zf(z) < j; Cf()dt <z puis f(z) <o(z) <1.

Pourz =0 :ily a égalité.
Pour z <0 : la double inégalité s'obtient par la parité fmsctions engagées.

2d ¢'(z)<0 surR* et¢'(z) >0 sur R~ donc¢ est croissante sUR* et décroissante SR~ .

2.e —f fOd <= f Wiz Wzlnx — 0donc fim * 11'f(t)dt:0
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qb(:v):—fo f@)de +—fl f@t)dt — O par opérations.

3.a Dune partﬁzo cart>0 etl+t*> 0.
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D’autre part(1—¢)> > 0 donc 2t < (1+t*) puis



Pours >0 : [§/(s)] = ~6/(x) = ~(6() (&) <= (1 (@) car 6(s) <1.
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Cette inégalité est aussi vraie pat#=0 (car ¢'(0)= 0) et pourz <0 (car ¢’ est impaire)

Soith:z+ x—¢(z) . h estdérivable eb’(z) =1—¢'(z)> 3 4> 0donch est strictement croissante.
h est continue, strictement croissanten h(z) =+oo et lim h(z) = —oco (par opérations) donk

T—+00

réalise une bijection d® sur R . Par suite I'équatiork(z) =0 (i.e. ¢(z) = x ) admet une unique
solutiona € R . De plush(0)=—¢(0)=—1 et A(1)=1—¢(1)> 0 (car ¢(z) <1), donca €]0,1.

3.e

4.b

U, — o] =¢(u,) — o) S%un —a en vertu de I'AF.

Par récurrence|u, —a| < 4—];|u0 —a| donclu, —a| =0 ie. u, —a.

C’est une équation différentielle linéaire diar 1.

1 arctan:
Surl= ]—00,0[ ou }0,4—00[ , 2%y oy =arctamw &y + =y = oo
x T

y +1y =0y = ——1y , solution homogeéng,(z) = ¢ :
xT X x
y,(x) = ¢(z) est solution particuliére.
Solution générale suf : y(z) = ¢(m)+g.
T

¢ est solution sur I'équation différentielle sBr.

Inversement soiy une solution suiR de cette équation différentielle.
. _

Il existe C*,C~ € R telles queVz > 0,y(z)= ¢(x)+c— etV <0,y(x)= gb(a:)JrO— .

x X
+oosiC'=0 +oosiC =0
1siC*=0 1siC =0
Or y est définie et continue en 0 do¢ =C~ =0, y(0)=1puisy=¢.
Finalementy est la seule solution stk de I'équation différentielle.

Quandz — 0", y(z) — { et quandz — 0™, y(z) — {



