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L’usage de tout matériel électronique, y compris la calculatrice, est interdit.

Le sujet de cette épreuve est composé d’un exercice et d’un probléme indépendants entre eux.

Durée : 4 beures

Exercice
(Noté 4 points sur 20)

+o0 +o0
On pose [, = / e 3%dx et pour tout entier naturel non nul n, I, = / e 3%,
0 0

1. a) Montrer que I, est une intégrale convergente et que I, = %

b) Vérifier que, pour tout entier naturel n ,2"e 3% = o (%) quand x tend vers 4o0.

c) En déduire que, pour tout entier naturel n, I,, est une intégrale convergente.

2. Montrer, en utilisant une intégration par parties, que pour tout entier naturel n et pour tout réel positif A,

A 1 A
_An+ 1
/ attle i dr = e 4 4 ‘(n i / z"e 3 dy
0 3 3 0

3. Montrer que, pour tout entier naturel n , I, , = wfn.

n!
4. En déduire que, pour tout entier naturel n , I, = T

5. Soit X la variable aléatoire de densité la fonction f définie par,

o

six <0
f(z) =

(14+z)e 3 siz>0

[

a) Déterminer I'espérance E(X) de la variable aléatoire X.

b) Déterminer la variance V(X) de la variable aléatoire X.



Probléme.

Pour tout réel strictement positif ¢ , on considere les deux fonctions f, et g, qui sont définies sur R par,

a2 0 siz <0
file)=e"2 et gy(x) =

tef(x) siz>0

+oo .2 T
On rappelle que / e Tdx = 5 -
0

Dans toute la suite du probléme, on prend ¢ un réel strictement positif
Partie 1 : Etude d’une variable aléatoire

On rappelle qu’une fonction f de R vers R continue par morceaux est une densité de probabilité si f est positive
+oo

sur R, ’ensemble des points de discontinuité de f est une partie finie de R, f est intégrable sur R et f(z)dx = 1.
—00

+oo
1. a) Montrer que, pour tout entier n tel que n > 0, 'intégrale I, = / x" f,(x)dx est convergente.
0

b) Déterminer I, en fonction de ¢ (on pourra faire le changement de variable (u = zV/1).
c) Déterminer I; sous forme d’une expression simple de ¢.
2. a) Montrer que, pour tout entier n tel que n > 2 et pour tout réel u € [0, 400/,

n—1

n—1
fi(w) +

/u 2" f(x)dx = ;

0

/u 2" 2 f,(x)dx

0
b) En déduire que, pour tout entier n tel que n > 2,1, = "T’lfnfg.
3. a) Montrer que g, est une densité de probabilité. Dans la suite, on note X, une variable aléatoire définie sur
un espace probabilisé (€2, A, P) admettant g, , pour densité.
b) Déterminer F, la fonction de répartition de la variable aléatoire X, .
c) Montrer que la variable aléatoire X, admet une espérance E (X,) et déterminer sa valeur.
d) Montrer que la variable aléatoire X, admet une variance V (X;) et déterminer sa valeur.
e) Déterminer la valeur de ¢t pour que lécart type o (X,) de X, soit egal a 1.

4. Pour tout entier naturel k, on note les deux événements A;, et B, de la facon suivante :

Ay = (V2k < X, <V2k+1) et B, = (V2k+1 < X, < V2k +2)

a) Déterminer P (A,) et P (B,).

b) i) Montrer que > P (A4,,) est une série convergente et déterminer sa somme.
n>0

ii) Montrer que Y P (B,,) est une série convergente et déterminer sa somme.
n=0

+oo +o0
iii) Est ce qu’on peut avoir P ( U An> =P ( U Bn> ? Justifier votre réponse.
n=0 n=0



Partie 2 : Calcul d’une intégrale impropre

n k
—tz
Pour tout entier n tel que n > 0 et pour tout réel =, on pose S, (z) = E ( k‘) fi(x). Pour tout entier n tel que
k=0 :

+oo
n > 0, on définit le moment d’ordre n de la fonction f, par, m, = / 2™ f,(x)dz, (on rappelle que m,, dépend de t).
o0
1. Déterminer pour tout entier k tel que k > 0, my;, et My, ;.

+oo
2. Montrer que, pour tous réels a, b et ¢ tel que a > 0 , / e (@z®+b+¢) g est une intégrale convergente et que
oo

+oo
2 ™ A
/ ef(aw +bm+c)d$ _ \/>€4a ol A = b2 — 4ac
a
—00

+o0
3. Montrer que l'intégrale / e ' f,(x)dx est convergente et déterminer sa valeur.

—00

4. Déterminer, pour tout réel z, lim S, (z).

n—-+o00
+o00 +oo tk
5. Montrer que / e f,(z)dr = Z(—l)kmk—.
k!
—00 k=0
+00 tQk
6. En déduire la valeur de 2 m%m.

1
7. Montrer que U'intégrale / dt est convergente.
0

L ¢
ek
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1 1 +oo 1
8. Montrer que /O 76 dt = ; W

[P

Partie 3 : Produit de convolution et une transformé

Dans la suite du probléeme, on note E I’ensemble des fonctions A continues sur, R & valeurs réelles, telles qu’il existe
un réel positif M et un réel strictement positif A vérifiant Vo € R, |h(x)| < M f,(Az).
On admet le résultat suivant : si ¢ une fonction continue de R? dans R telle qu’il existe deuz applications ¢,

et ¢y continues sur R et intégrables sur R, vérifiant V(z,y) € R2, |p(x,y)| < ¢1(2)p5(y), alors les deuz expressions

+0o0 +o0 +o0 +0o0
/ (/ d)(m,y)dm) dy et / ( qS(x,y)dy) dx sont bien définies et elles sont égales.

—00 —0o0

On rappelle que ’ensemble des fonctions continues sur R & valeurs réelles, noté €(R,R), muni des deux lois” +” et

99

usuelles est un R-espace vectoriel.

1. Montrer que (E,+,.) est un R-espace vectoriel et que la fonction f, est un élément de E.

2. Soient ¢ et 1 deux éléments de E. On note ¢ * 1 'application définie, pour tout réel x, pour lequel I'intégrale

existe, par (¢ *x¥)(z) = / h e(uw)Y(x — u)du.

a) Montrer que @ * 1) est définie sur R.
b) Montrer que ¢ * ¢ = ) * .
c) Déterminer f, * f,.

d) Montrer que ¢ * 1 est un élément de E.



+oo
3. Soit ¢ un élément de E. On définit la fonction @ par @(x) = / e " o(u)du.

a) Montrer que @ est bien définie sur R.
b) Montrer que % est de classe €2 sur R et déterminer, pour tout = de R, les expressions de @' (z) et p”(x),
chacune a l'aide d’une intégrale.

4. Soient @ et ¢ deux éléments de E.

a) Montrer qu’il existe un réel strictement positif « tel que, pour tout couple (x,u) de R?,

u? + (2 —u)? > a(u? + 2?)
+o0 +o0

b) Montrer que / DO(cp x ) (x)dx = Y(x)dz. Y(x)dz.

—00 —00

c) Montrer que, pour tout réel w, (¢ * ¥)(w) = F(w).Y(w).

Partie 4 : Une suite de fonctions construite a partir du produit de
convolution

On note E; ’ensemble des fonctions v de E telles que / = Y(x)dx = 1. Pour toute fonction ¢ de E;, on considére
la suite ((bn)7121 définie par ¢, = ¢ et pour tout entier n ng Gy = g * Py
1. Montrer que, pour tout entier n > 1, ¢,, est un élément de E;.
2. Déterminer, pour tout entier n > 1 et pour tout réel z, ?b:(x) en fonction de d;(:z:) et de n.

3. Dans cette question, on prend ¢ = (, / ﬁ) fi, ou f, est la fonction définie au début du probleme.

a) Montrer que, pour tout entier n > 1, il existe un réel C, (t), & déterminer, tel que

Vz €R; ¢,(z)=C (t)e_t% :

n

b) Montrer qu'il existe une constante réelle v strictement positive, tel que pour tout entier n > 1 et pour tout
réel u, g/b; (uﬁ) = v,

4. Soit ¢ un élément quelconque de E;. On pose pour tout entier naturel non nul n

+00o +00
Mn,l = / u¢7n(u>du7 Mn,Z = / u2¢n(u)du et Vn = Mn,2 - Mz,l

a) Montrer que la fonction 5; admet un développement limité a I’ordre 2 en 0 dont on précisera les coeflicients

a l'aide de M,, ; et de M,, ,.

b) En déduire que M, ; =nM; ; et V,, =nV.

5. On suppose de plus dans cette question que la fonction ¢ vérifie M, ; = 0. Déterminer lir+n 5; (u i).
’ n—+oo
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