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Partie |

1-u,,(A)=(1-CA)A-u, Q).

(1—wu, (A)) est géométrique de raisdr-CA doncVneN,1-u, (A)= 1-CAY (1-u, Q)).

Par suiteu, (A)_lfu'(l CAY et I|m u,(A)=1car0<1-CA<L
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On a donct — A<[A]A<t et par le théoréme des gendarmem A[A} t.

QuandA — 0 :uy, (A) = 1——(1 CAY'H

B NI - - 1 (Inl-CA)
(1—-CA)"™ = exp([t/A] In(-CA ) = ex;EA[A —]

A

Inl-CA) —CA
A A

y' = C(1—y) est une équation différentielle linéaire d’ordra doefficients constants.

or A[i] —t et =—C donc(1-CAY™™ — e et (A) —1- NN 1o

Solution homogéne g,(z) = \e " avecA e R.

Solution particuliére y,(z) =1.

Solution générale y(z) =1+ e’

La fonction f est solution de I'équation différentielle ci-dessésolue, il existe dons € R tel que pour

toutz € R™, f(z) =1+ e . Comme de plug(0)=¥N, ona\ = N —lga

Partiell

1-0,,(A)=1=v,(A)=CAv, A)1-v, A))= v, Q) CAv, Q)).

Par récurrence swre N, montronsuy, (A) € %]{
1 |1 4
—e—1.
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Supposons la propriété établie au rang 0.
1-v, ,(A)=({1-v, A))A-CAv, A)).
1-CAv,(A)>1-v,(A)>0doncw,,,(A) <1.

Pourn=0, v,(A) =

n+l

1-CAw,(A)<1doncl-v,,(A)<1-v, (A) puisv,.,(A) >v,(A)> % .

Récurrence établie.

On a vu ci-dessus que la suite(A)) est croissante, elle est de surcroit majorée pant elle converge

vers une limite/ . Puisquel/N <v (A)<1, onalalimite) N </ <1.

En passant la relatiob—v, , (A) = (1—v, (A))(1-CAwv, (A)) ala limite, on obtient :
—¢=1-¢)1-CAl) donc(1—¢)CA¢=0 dou £=1.
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1-v,,(8)= =0, A)(A-CAv, A))

v, (A) 2% doncl—-CAuw, (A)<q puis, sachant—v, (A)>0, 1—v,,,(A)<q@—v, (QA)).

n+l

Par récurrence surc N :
N-1 N-1, N-1,
= ¢ < .
N N N
Supposons la propriété établie au rang 0.
N 1 w+1
N

Pourn=0, 1-y,(A)=

A)=ql-v, A))=——

n+1
Récurrence établie.
i e _ 1-v,,(A) n 1-CAv, (D) .
Ly, (1-v,(A)A-CA) 1-CA
1-CAv, (A)
1-CA

Inz, ,—Inz, =

v,(A) <1 donc >1 puisinz, ,—Inz, >0.

1-CAv,(A) .. CA 1-CAy(A) __CA CA N-1,

1_OA =1+ 1_CA (A—wv, (A)) doncin

(S,) estcroissante ca¥

oA Sroatu@)sTax

'u—9S,=Inz,_,—Inz, >0.

n—1 n—1 _ e _
DeplusSn:ZIan Nz, < CA N-— lzq,,_ CA N-11—g¢ < CA N-11 .
L 1-CA N & "T1-CA N 1-¢q 1CA N 1g
CA N-1 1

1-CA N 1-¢

CA N

Ainsi (S,) est majorée paif =

Par suite(S,) converge.

-1 Nz Nz 5 1-9, (A)
=In——= donc—=- — €” puis ) z
N-1 N-1 v eS(l_CAY

S, =Inz, —Inz,=Inz, —In

Ainsi 1-v, (A) ~ p(l-CA)" avecu= N74e5 .
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Yerr _ U}.+1(A)(1 v, (A)) Vg1 (A)
Y. (1+ CA)Uk (A)(l Vi1 (A )) (1+ CA )Uk (A )(1_ CA Uy @ ))
(M) +CAL Ay (A) _ 1+CA@-u, O)
T U AN, (A)A-CAY A) @+ CA)E—CAuy, O)
~ (1-CAv, (A))A+ C’A)—i—Czszk (A)*lJr Czszk(A)
A+CA)A-CAv, (A)) A+ CA)A-CAv, (A))

T, =Iny, ~Ing, = Iny, ~In—1— = In((¥ ~1y,)

n—1 In
De plusT, = Zﬂz 0 car 21 > 1 et
=0 Y Yr

iln y}‘+1 n—1 CZAZUk(A) n—1 CZAZ . CZAZ
=Y, e img (A4 CA)YA—CAy, (A)) o<tz (IH-CA)IA-CA) 1-C?°A?
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1-C*A?

doncO<In((N -1y, )<n ce qui correspond a I'encadrement voulu.

QuandA — 0.
(N =D 5 (D)
(1 Uy s Q)AL+ CAY™ |

t] CPA? t] C?°A? t] C°A 0
a2 O\~ 2 ZZA_ o X =
Al1-C°A Al1-C°A AJ1-C°A 1+ 0

(N~ 1)y, (A) (N 1)y, (A)

Par le théoréme des gendarmdss|: — 0 puis

(1=, Q)+ CAY™ (L=, Q)L+ CAYA

[t/A]



In(1+CAﬂ_ ex;EA[i M]H g
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Or (1+CA)"™ = ex;{%

A Ct A

donc a®) eﬁ '/A( ) __ 1 —1 doncl— /UI/A(A)_);& et enfin

@a— U[t/A](A)) N-1 LN (A) 1- Uy A) g

N-1
eC/,
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A)—1- = .

Uya) (B) = I T oper O

N-1 N-1
h est définie et dérivable s@®™" .

() =— g((i) C(1—h(t)). h est solution de I'équation différentielid = C(1—y).

Cette équation a déja été résolue en 1.3, doneanhdgire qu'il existel € R tel que pour tout € R™,
h(t)=1+Xe“.
1

Puisquek(0)= N, on al= (N —1) puis h(t) =1+ (N-De“ etenfing(t)=——— .
queh(0) ( ) puis A(t) ( ) g(t) T (VD



