
Correction 

d’après HEC 1999 

Partie I 
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3. (1 )y C y′ = −  est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 à coefficients constants. 

Solution homogène : 0( ) e Cty x λ −=  avec λ∈ℝ . 

Solution particulière : 1( ) 1y x = . 

Solution générale : ( ) 1 e Cty x λ −= + . 

La fonction f  est solution de l’équation différentielle ci-dessus résolue, il existe donc λ∈ℝ  tel que pour 
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Partie II 

1.a 11 ( ) 1 ( ) ( )(1 ( )) (1 ( ))(1 ( ))n n n n n nv v C v v v C v+− ∆ = − ∆ − ∆ ∆ − ∆ = − ∆ − ∆ ∆ . 
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Supposons la propriété établie au rang 0n ≥ . 
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Récurrence établie. 

1.c On a vu ci-dessus que la suite ( ( ))
n
v ∆  est croissante, elle est de surcroît majorée par 1 donc elle converge 
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Récurrence établie. 

2.c 1 1
1

1 ( ) 1 ( )
ln ln ln ln ln

(1 ( ))(1 ) 1
k k k

k k

k k

x v C v
x x

x v C C

+ +
+

− ∆ − ∆ ∆
− = = =

− ∆ − ∆ − ∆
. 

( ) 1
k
v ∆ ≤  donc 

1 ( )
1

1
k

C v

C

− ∆ ∆
≥

− ∆
 puis 1ln ln 0

k k
x x+ − ≥ . 

1 ( )
1 (1 ( ))

1 1
k

k

C v C
v

C C

− ∆ ∆ ∆
= + − ∆

− ∆ − ∆
 donc 

1 ( ) 1
ln (1 ( ))

1 1 1
kk

k

C v C C N
v q

C C C N

− ∆ ∆ ∆ ∆ −
≤ − ∆ ≤

− ∆ − ∆ − ∆
. 

2.d ( )
n
S  est croissante car 1 1ln ln 0

n n n n
S S x x+ +− = − ≥ . 

De plus 
1 1

1
0 0

1 11 1 1
ln ln

1 1 1 1 1

nn n
k

n k k

k k

C N C N q C N
S x x q

C N C N q C N q

− −

+
= =

∆ − ∆ − − ∆ −
= − ≤ = ≤

− ∆ − ∆ − − ∆ −
∑ ∑ . 

Ainsi ( )
n
S  est majorée par 

1 1

1 1

C N
M

C N q

∆ −
=
− ∆ −

. 

Par suite ( )
n
S  converge. 

2.e 0

1
ln ln ln ln ln

1
n

n n n

NxN
S x x x

N N

−
= − = − =

−
 donc e

1
Sn

Nx

N
→

−
 puis 

1 ( )
1

( 1)
e (1 )

n

S n

v

N
C

N

− ∆
→

−
− ∆

. 

Ainsi 1 ( ) (1 )nn
n

v Cµ
→+∞

− ∆ − ∆∼  avec 
1

eS
N

N
µ

−
= . 

3.a 

1 1 1

1

2 2

( )(1 ( )) ( )

(1 ) ( )(1 ( )) (1 ) ( )(1 ( ))
( ) ( )(1 ( )) 1 (1 ( ))

(1 ) ( )(1 ( )) (1 )(1 ( ))
(1 ( ))(1 ) ( )

1
(1 )(1 ( ))

k k k k

k k k k k

k k k k

k k k

k k

k

y v v v

y C v v C v C v

v C v v C v

C v C v C C v

C v C C v C

C C v

+ + +

+

∆ − ∆ ∆
= =
+ ∆ ∆ − ∆ + ∆ ∆ − ∆ ∆

∆ + ∆ ∆ − ∆ + ∆ − ∆
= =
+ ∆ ∆ − ∆ ∆ + ∆ − ∆ ∆

− ∆ ∆ + ∆ + ∆ ∆
= = +

+ ∆ − ∆ ∆

2 2 ( )

(1 )(1 ( ))
k

k

v

C C v

∆ ∆

+ ∆ − ∆ ∆

 

3.b 0

1
ln ln ln ln ln(( 1) )

1n n n nT y y y N y
N

= − = − = −
−

 

De plus 
1

1

0

ln
0

n
k

n

k k

y
T

y

−
+

=

= ≥∑  car 1 1k

k

y

y

+ ≥ et 

2 2 2 2 2 21 1 1
1

2 2
ln(1 ) 0 ( ) 10 0 0

( )
ln

(1 )(1 ( )) (1 )(1 ) 1k

n n n
k k

n
x x vk k kk k

y C v C C
T n

y C C v C C C

− − −
+

+ ≤ ≤ ∆ ≤= = =

∆ ∆ ∆ ∆
= ≤ ≤ =

+ ∆ − ∆ ∆ + ∆ − ∆ − ∆
∑ ∑ ∑  

donc 
2 2

2 2
0 ln(( 1) )

1n

C
N y n

C

∆
≤ − ≤

− ∆
 ce qui correspond à l’encadrement voulu. 

3.c Quand 0∆→ . 

[ ]

[ ]
[ ]

2 2

2 2

( 1) ( )
0 ln

1(1 ( ))(1 )

t

t

t

N v t C

Cv C

∆

∆

∆

 − ∆    ∆  ≤ ≤    ∆ − ∆− ∆ + ∆    
 or 

2 2 2

2 2 2 2

0
0

1 1 1 0

t C t C
t

C C

   ∆ ∆
   =∆ → × =
   ∆ − ∆ ∆ − ∆ +   

 

Par le théorème des gendarmes : [ ]
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4. h  est définie et dérivable sur +ℝ . 
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Cette équation a déjà été résolue en I.3, donc on peut dire qu’il existe λ∈ℝ  tel que pour tout t +∈ℝ , 
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