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L’objectif du probléme est de démontrer le Théoréme de Concentration de Kolmogorov, pour cela on
démontre le Théoréme central limite, qui est déja traité dans les concours des années précédentes, no-
tamment Mines et Ponts 2021 Mathl MP. Dans le méme cadre et pour la préparation de mes éléves, j’at

construit un probléme sur la loi de I’arc-sinus.[]

I. Résultats préliminaires

I.A- Calcul d’une intégrale classique

I.A.1)
Q 1. Pour tout t € [0,1] , 1 + % < 2 donc W > 2% ce qui donne : I, > 2%
Q2. Ona W < t%n ,ett— 152% est intégrable au voisinage de 400 , donc — ﬁ est intégrable

sur [0, 4+o00[ , d’ou existence de K, .

+oo 1
Klz/ L oa=T
o 1+1¢2 2

Q 3. Pourtoutt € [l,+oolonal+t<1+t%et (1;2)71 < (1+1t)" donc

+oo 1 +oo 1 1
/ —— dt < / = dt =
L A+ ) (n— D21

ainsi /+001dt—0(1)
insi . it = o) -

On a K, 1, e L dt, [, L - 1 dt =0 L
4. = — dt = — et —— dt = — ] .
Q namny n +/1 (1 +t2)n s 4An on € /1 (1 +t2)n (’I’LQ”)

. 1 1 +oo 1
Puisque — = o(=—) alors / arar dt = o (1)
1

n2m n 1+ t2)"
ainsi
K,=1,+o0(I,)
d’ou
In oy B

1. Vous trouvez le sujet et un corrigé ici thttps://tinyurl.com/2qyzzrbd


 https://tinyurl.com/2qyzzrbd

Q5. Soitn>1letx>0,o0na
x 1 T t/
/ = W
o (1+1t2%) 0 (1+zt2

)
2nt?
- 1 + t2 / + t2 n+1

P -
o (e 1+ﬂ (142

quand x tend vers +o0o on obtient : K,, = K11 + %Kn
Q 6. La relation précédente s’écrit : K1 = (1 — %) K, donc

n 1
Kpi1 = H (1—%) K,

k=1
U .
avec Kj = 5 par suite

71.35...(2n — 1)

2 2.4.6..(2n)

T (2n)!

2 (2.4.6...(2n))*
m(2n)!

Kn+1 =

La formule de Stirling donne
on\ 27
Kn+1 - s 47rn( )

n——+o0o 22n+1( E%) )

™

n

n—-+4o0o

1 [«
In nﬁfjroo Kn nﬁ+oo 2\/»
Q 7. Par le changement de variable u = /nt on a

vn 1
ﬁm:A At w2/

donc

1.A.2) .

Q 8. On va appliquer le théoreme de la convergence dominée a la suite de fonctions :

I N (1— f) si x €[0,y/n]
ni T
0 si x€[y/n,+o0]

e f, est continue et intégrable sur [0, +o0.

e Soit x € [0, 400[ et n assez grand (n > x?)

fn(x) — enln(l—%)
— 6—12—1—0(1)
n——+0o00

2



2 . . . . g2
" d’ou la convergence simple de la suite de fonctions (f,) vers x +— e™*" sur

L) en 400 ).

x2

donc lim fp(z) = e~
n—oo
[0, 4+00]. Cette derniére fonction est intégrable sur [0, +oo] ( ¢’est un o

e Pour la domination on utilise 'inégalité : e™* — 1+ ¢ > 0 sur [0,1] .
2

:E2
Pour tout z € [0,/n]onae n >1— %2 > 0 par suite e > (1 - %)n et
0 < fu(z) < e pour tout x € [0, +00]

Le théoréme de la convergence dominée donne

+oo +oo
lim fn(z) do :/ lim f,(z) dz
0

n—oo O n—oo
et on a
+00 +oo 2
/ lim f,(z) dz = / e dx
0 n—oo 0
et /i )
400 n
/ Jn(x) dm:/ <1—x> dz = Vnl,
0 0
D’ou

n—oo

o0 9
lim /nl, :/ e ™ du
0

ﬁ +oo 2
Q 9. D’apres la question Q6 lim +/nl, = ~— donc / e " du=
n—00 2 0

oI5

+oo
La parité et le changement u = /2t donnent / e /2 qu = V2T

—0o0

I1.B - Comportement asymptotique de 1 — ®
Soit x > 0.

Q 10. Pour ¢t > z on a ¢(t) < Lo(t) , la fonction ¢ — Lo(t) est intégrable ( c’est un 0(93—12) en +0o )

/;OO o(t)dt < /+oo o) gy

x xr

donc

et

oo gt 1 e
/ oWy — / te=t*/2dt
T X V21 Jx

—x2/2
zon
_ e(@)
X
+oo
ainsi / sty < 2
x X



Q 11. So T — p(t)dt — v
. it g : t)dt
a /m ®) 2 +1

o(x) = —zp(x) (x;:— 1>, = (;2_4_3312)2 et </m+oo go(t)dt)l = —p(z) , par suite

¢(x) pour z € [0,400[ , remarquons que :

— 72 T

J(@) = (o)~ o ela) + mele)

—(@22+ 12— 22+ 1+ 222+ 1)
(2 +1)2

= ()

—2¢(z)
(2 4+1)2

+oo
g est décroissante sur [0, 4o00| , g(0) = / (t)dt > 0 et Erf g(x) =0, ainsi g(z) > 0 sur [0, +oo et
0 x (o0}

L)< [ et

N

Q 12. Nous avons donc

22+ 1 T
et ch(x) ~ #lz) d’ou
22 +1 z—+oo T . @)
/m gD(t)dt r—+00 I
+00 +o0
D’apres Q9 on a / p(t)dt =1, donc 1 — &(x) = / (t)dt , ainsi
—0o0 x
T——+00 x
Autre methode :
/oo e_t2/2dt = - /OO 1 (e_t2/2),dt
X €T t
o t?/27%° 00 o—t?2/2
= - - [
t . z t2
—x2/2 00 A—t2/2
- [
x - t2
—t2/2 00 o—t2/2 0o
e B 1 e B —2/2 .
comme —z— = O(tQ) alors /m 2 dt T o( /Z e dt) ce qui donne
S —x2/2 —x2/2
/ e 2 o~ S et 1 —®(z) ~ ¢
x t——+o00 €T T—+00 ﬁq}

I1.C - Une inégalité maximale

Remrquons que les A; sont deux a deux disjoints, en effet si p > ¢ alors A, C {|Ry| > 3z} et
A, C { max |Ri| < 3:6} C {|Ry| < 3z} .

I<isp—



Q 13. e Siwe A, alors max |Ry(w)| > |Rp(w)| > 32 , donc w € A, on en déduit que

1<k<n
U 4,cA
pG[[l,TLII

e Siw € A alors il existe k € [1,n] tel que |Ri(w)| > 3z , posons
p = min{k € [1,n] tel que |Ri(w)| = 3z}

évidement w € A, , ainsi on a A C U Ap .

p€E[[l,n]
D’ou

A= U A,
pE[L,n]

Q 14. Les événements [|R,| > ] et[|R,| < z] forment un systéme complet d’événements , donc
P(A) =P(AN{[Rn| > x}) + P(AN{|Rn| < 2})
onaP(AN{|R,| > z}) <P({|R,| > x}) et

An{|Ra| <z} = (J (4N {|Ral <2})

p€[1,n]
ce qui donne P(AN{|R,| < z}) < f: P(A, N{|R,| < z}) d’ou
p=1

P(A) < P({|Rn| > z}) + > P(4, N {|Rn| < 2})
p=1
Q 15. Ici on utilise I'inégalité |a — b| > ||a| — |b]] .
Soit p € [1,n], on a

weA,N{|R,| <z} = wed,et |Ry(w)| <z
= weA,,|Rw)|=3zet |Ry(w)|] <z
= weApet [Ry(w) = Ru(w)| > [Rp(w)| — [Rn(w)| = 22
ainsi A, N{|Ry| <z} C Ap N{|R, — Rp| > 22}.
Q 16. D’apres Q14
P(A) < P({|Rn| > 2}) + Y _P(A, N {|Ry| < 2})
p=1
et on a P(4, N{|R,| < z}) <P(A4, N {|R, — Rp| > 22}) donc

P(A) < P({|Rn| > @}) + Y _P(Ay N {|Rn — Bp| > 22})
p=1

P P
Rappelons que R, = > Z; , R, — R, = Y. Z; donc pour tout k € [1,p] les deux variables R,, — R, et
i=1

i=p+1
Ry, sont indépendantes par suite les événement A, et {|R, — R,| > 2z} sont indépendants donc

P(Ap N {|Rn — Rp| > 22}) = P(Ap)P({|Rn — Rp| > 22})



ce qui donne

S P(Ap N {[Ra— Byl > 22}) = 3 P(A)P{|Rn - Ryl > 22})
p=1 p=1
< (jax PR, - Byl > 201)) Y P(4,)

Les A; sont deux a deux disjoints, en effet si p > ¢ alors A, C {|Rq| > 3z} et
A, C { max |R;| < 3m} C {|Ry| < 3z} , donc
1<i<p—1

n

D P(A) =P( | 4,) <1

p=1 pE[1,n]

ainsi
> P(Ay N {[Ry — Ry| > 22}) < [hax P({|Rn — Ry| > 22})
p=1 SP
d’on
B(A) < B({|Rn] > o)) + muas B({|B— Byl > 20)).
Q17. Onasiw € {|R,| <z} N{|Ry| <z} alors |R,(w) — Ry(w)| <2z donc
{|Bn] < 2} N {|Ry| <} C{[Rn — Rp| < 22} et {|Ry — Ryl > 22} C {|Rn| >z} U{|Rp| > 2}

par suite
P({|Bn — Byl > 22}) < P({|7n| > 2}) + P({|Bp] > 2}) < 2 max P ({|Bp| > 2})

de la question précédente on a P(A) < P ({|R,| > z}) + max P{|Rn — Rp| > 2x}).
PN
Ainsi
P ({121,%% R,| > 395}) =P (4) <3 max P({|Ry| > 2})

<p<n

II. Etude d’une suite de fonctions

II. A -

Q 18. Soit n € N* et k € [0,n], on a
2(n—k) 2k

Tnp—k = —VN+ — =Vn-— n = —Tnk

n

Q 19. Soit n € N*et k € [0,n] ,ona (}) < > (7) =2" , ainsi B, est majorée par \/n et elle est
i=0

positive . De plus ¢ est bornée , ceci prouve l'existence de A,,.

Q 20. Soit n € N* et k € [0,n] , les intervalles }xnk - ﬁ,xmk + ﬁ[
et |Tp_1x — ﬁ, Tp—1k + ﬁ[ sont symétrique par rapport a 0 et B, prend la méme valeur sur les deux
intervalles, de plus ¢ est paire , donc (B, — ¢) (R") = (B, — ¢) (R™) , par suite

Ay = sup |Bn(z) — ¢(2)]

x>0



Q 21. Soitn € N*,onax,, >0« 2k >n . Pour k > § comparons les valeurs de B,, sur les intervalles

1 1 1 1
Tk = > Tk + ﬁ[ et [$n,k+1 — n Tnkl T ﬁ{ .
On a

donc B,, est décroissante sur R.

I11.B-

l+1
Q22. Sikel, alorsn <2k < ({+1)y/n+mnet —%\/ﬁ—i—ﬁgn—kgﬁ, ce qui donne

0 (%) =0 <ﬁ) =0 (%) , par la formule de Stirling on a ’ ’

b by (n—k)”k 2m(n— k) <’;‘>k 2rk (1+ 0 (1))

e
= 27refnk:k+1/2(n — k)”7k+1/2 (1 + 0 (%))

Q23. Ona

By, (xn,k) = 2\n/fl (Z)
NG (2)"vamn (1+0 (1))
on+1 e nkk+1/2(pn — f)n—k+1/2 (1 +0 (%))

n—k+l/2 — ( )n7k+1/2 (2 _ %)"‘HW ot kF+1/2 — (%)HW ( , ce qui donne

)k+1/2

écrivons : (n — k) 5 5

1 1+0 (%)
B, (afnk) = Vor (%)k+1/2 (2 B %)nfk+1/2'

n n

Q24. o Onammk:—\/ﬁ%—j—%e[o,ﬁ—i—l] donc%kzl—i—w\%“ ,2—%:1—30\%“ et En=k-12,

par suite

1 1+O(%)
B, (Lvn,k:) = NG (1 N %T’k>k+1/2 (1 - xni\/f)n—k-t,-l/Q
1 1—1—0(%)
) T gy
1 1+0(1)
- m(l_x%k>T(1+$\;§)Wﬁ(1_$\,}f)_@€\/ﬁ
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. Ona( - 3&’“) L STEY (Hwn:) Eva_ ko)
(1- 252) 52 D o
L 1oy
By (zpr) = "
LA o)

Q 25. Les intervalles {xnk — ﬁ, T+ ﬁ[ forment une partition de [O, Vn+ ﬁ} .
Soit n > £2, on a alors [0, /] C {0, v+ %} )

—x

_n,k

D’apres la question précédente By, (zp k) — @(@n k) = Bn (Tnk) — f =0 (\F)

1
vn

Nsm

Pour tout = € [0,/] il existe k € I, tels que = € {aznk — ﬁ,xn + , 'inégalité des accroissements

\ﬁ

finis donne [p(z) — @(zn k)| < |z — Y| sup ‘ donc ¢(z) — p(xn k) = O (f) (ici la constante du O

ne dépend pas de x ).

Ainsi pour tout x € [0,/] , By(z) —¢(xz) = O (7) (la constante du O ne dépend pas de x ), donc il existe
ng > £? tel que, pour tout n > ng et k € I, , |Bp(x) — p(x)| < 5 , uniformément pour tout = € [0,/] ,
d’ott pour n > ny = max(ng, £?)

g
sup (B, (@) — p(a)| <
z€[0,¢]

I1.C-
Q 26. Comme dans la question précédente , soit n > ¢? tels que £ € [mnk — ﬁ,mmk + ﬁ{ et k el,
donc By, (f) = Byp(xnk) et

Bu(t) = plani)(1+ 0 (L))
écrivons ¢(zp 1) = (p(€)+@(zn ) —(£)) , par I'inégalité des accroissements finis ¢(z, 1) —p(¢) = O (%)
par suite By, (¢) = ¢(£) + O (ﬁ) .
©(£) > 0 donc il existe ng > 0 tel que si n > ng alors |By(£) — ¢(€)] < ¢(£) et By (£) < 2¢(¥) .

Q 27. Soit e >0et £ € RT tel que p(¢) < .
2

D’apres Q25 et Q26 il existe ny et ma tel que si n > max(ng,na) alors  sup |Bp(z) — ¢(z)] <
z€[0,4]

[Nel10]

By(l) < 2¢() .

B, et est ¢ sont décroissantes sur RT | donc pour tout > ¢ ,

0 < Bu(x) < Bu(f) < 20(6) = |Bu(x) — 9(0)] < o(6) <

| ™

de ’écriture
|Bn(z) — (@)| < |Bn(z) — 0(0)] + [p(x) — ¢(£)]



et |o(x) — ()] = p(€) — p(x)p(l) <

M

ce qui donne sup |Bp(x) —¢(x)| <e.
€[, +00[
Ainsi pour tout n > max(nl, ng)

A, =sup|Bp(x) — o(x)] < 2¢

x>0 B

La suite (Ap),,cn- converge vers 0 donc (B,,) converge uniformément vers ¢ sur R.

=4

A

II1I. Applications

III. A - Théoréme central limite

Q 28. (un),en+ €t (Vn),cn- des suites de I qui converge respectivement vers u ,v € 1

On a

/uin fn(x)dz —/ f(x)dz

v
u

/UZ" (fn(z) — f(x))dx + /vvn F(x)dz —
[ e = e as] + | [ s

u

IN

+ .

9

(2

! f(x)dz

/uun f(z)dx




la convergence uniforme de (fy), e+ vers f donne

[ uta) = @) da

< [up — vp| sup | fu(z) — f(2)]
x€el
donc

iim ([ (o) = @) de) =0

n——+o0o

xr €T
les applications x — / f(t)dt et z — / f(t)dt sont continues donc
v u

ngrfoo (/:n f(x)dx) = ngrfoo (/uun f(a:)da:) =0
ngl}rloo (/uzn fn(a:)da;> = /uv f(x)dz

1
Q 29. Les X; prennent les valeurs 1 ou —1 avec une probabilité 3 ( les autres valeurs sont de probabilité

d’ou

1
nulle elles sont @ négliger ) , donc les Y; prennent les valeurs 1 ou 0 avec une probabilité 3 elles suivent
la loi de Bernoulli de parametre 3"
n 1
Par conséquent T,, = Y Y; suit la loi binomiale de parametre n et 3 et pour tout j € [0,n],
i=1
Pt == ") = [ B
= = . —_— = X xT
n=17] j)on Y n

Considérons un couple (u,v) de réels tel que u < v, et notons

. n —+ u\/n . n + vy/n
an{Jeﬂo,nHIQI<J<2f}.

donc "Jrg\/ﬁéTng%@ué Sn < d'on

o8

Q30. OnaT, =Y Xl = Sutn

2

B

i=1

P(u<j%<u)= S P{TL =4}

J€JIn

(o Syen)- 5 [ m

JjE€JIn

=t o = 255 o [ 41t |25

xn]""l/\f xn,kn"f‘l/\/ﬁ
3 / (2)da = / B, (z)de

jEJ Tn n,hn*l/\/E

Q 31. e D’apres Q29

Onaxn7hn:—\/ﬁ+%etw2‘/ﬁ—l<hn§w2\/ﬁdonc

2
V= —= < ZTpp, <V

N

10



par suite z, 5, — v ,deméme x,, — u.
n—-+o00 n—+00

D’apres Q28 et puisque (By,) converge uniformément vers ¢ sur R on a

lim
n—-+o0o

/wn,knJrl/\/ﬁ
x

B, (z)dx = /U o(x)dx
7"qh'n._l/\/ﬁ u

d’out

. Su N[
ngrfoolF’ (u < ﬁ < v) —/u o(x)dz

e Soit w € R, montrons que

P<u<\5/%)njo>o/u+oo o(z) de =1— P(u)

+oo +oo
La convergence de I'intégrale / ©(t)dt entraine : / (t)dt =2 O
—o Too xX
Soit € > 0, fixons v > max (0, u) tel que / @(t)dt < § , par parité
—v “+o0o Y
/ @(t)dt < § , comme / ©(t)dt =1 alors ,
v +oo —v +oo
/ o(t)dt = / o(t)dt — / o(t)dt — / o(t)dt>1—¢
—v —00 —0o0 v
On écrit
]P’(u< S”) - /m (t)dt—IP’(v< S”) + (P(u< Sn. <v) _ / (t)dt) —/+°o (t)dt
Syn) T L YRS n = n o w 7 . 7
s e
donc |P (u < \/—%) — /u go(t)dt‘ < A, + B,, + C avec
- Sp
An =P (G <) .
B,=|P (u < S—’;L < U) - cp(t)dt’
+oo “
C= (t)dt

et, d’apres la question Q31 on a

lim P (—v < Sn < v> = / o(t)dt

n—-+00

Cela montre qu’il existe ng tel que pour n > ny,

@(t)dt’ < e, comme

/ (t)dt > 1 —¢ alors

—v



ainsi A4,, < 2¢ .

Toujours d’apres la question Q31, li_)m B,, = 0, donc il existe ny tel que pour n > ny, B, < &, de plus
n o0

v est choisit tel que C < ¢ .

Nous avons donc , pour n > max(ng,n1) , u < Tn

]P’(u ) THW/%o (#)dt = 1 — ®(u)

<u):1—IP’(u<i) — 1—/+Oo o(x) de = ®(u) .

n/) n—+oo ”

“+00
P ( Sp ) / go(t)dt’ < 4e , ce qui donne

On en déduit : P (

S

III. B - Critére de tension

Soit € €]0, 1.
Q 32. Ona
P({ISu] > ovay) = P({Sh > av} U (S < —avi))
= ({5 >ap)+P({S < —z})
donc

dim P ({ISa] > ava}) = 1-0(@) +B(-a)
+oo —x
= [ ey des [ pla) do

= 2/3:0o o(z) do

et il existe n, € N tel que pour tout n > n,

2 g [T €
z°P ({|Sn| = zv/n}) — 2z / ) dz <35
400 e~ +oo
D’apres Q12 on a / o(r) de ~ ainsi m2/ — 0, donc il existe z¢ >
x T—+00 T a:—>+oo

+oo 6
que pour tout x > z, 23:2/ o(z) dz < 3"

X
Donc si x > xg et n > ngalors

400
P ({|Sy] = 2v/n}) < %+2x2/ o(z)de <e

d’out

Vo > 29, Ing €N, Vn>n,, xZIP)({|Sn|>:L‘\/ﬁ})<6

Q 33. Soit 79 > 1 et x > 2o comme a la question précédente, on fixe N > == et on choisit n >

< max >

12
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Distiguons les deux cas :
o Sipe[l,ng] :ona/{|S,|>azy/n}= {Sz > n:c2} , I'inégalité de Markov donne

P {15y > ovi) = ({52 3 na?}) < = 2)

nx

p p
et 7 = ZIXE + 21< ZA< X;X; , avec les X; sont indépendantes , E (X;) = 0 et et E(X?) =1, donc
1= S AGAS

E (SZ) = p, ce qui donne

P ({ISy] > ov/n}) < 5

comme n > N > = alors "= < ¢ par suite 2P ({|Sp| = z/n}) < ¢ et

2% max P ({|Sy| = 2vn}) <e¢

1<p<ng

o Sip € [ng,n] alors {|Sy| > z/n} C {|S,| > z\/p} par suite
P ({ISp] = av/n}) < a”P({|Sy] > 2v/p}) < ¢

ainsi
2
T nzné%)én]P’({]S | > xv/n}) <e

comme max P ({|Sp| = z/n}) = max (&nix P ({|Sp| = zv/n}), max IP’({]S | > x\/ﬁ})) alors
PN PNz
o* max P({|S,| > wv/n}) <e

d’ou

2P <{1mgx |Sp| > 3xf}>

eoef[INeooe
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