Etude d’'une équation fonctionnelle

L'objectif du probléeme est d’étudier 'ensemhfe des fonctionsf : R — R continuedelles que :
Y(z,y) €R?, flz+y)+ flz—y)=2f()f ).

Partie |

1. Montrer que les fonctions— cosz et x — chz appartiennent a I'ensembte.

Soit f dans€.
Montrer que pour tout réet, la fonction f, : R — R définie parf, (z) = f(az) estdanst .

3. Soit f dans€& .
En donnant ar et y des valeurs particuliéres, prouver que :

3.a f(0) vaut O ou 1.
3.b  Sif(0)=0 alors f est la fonction identiquement nulle.

3.c  Sif(0)=1alors f estune fonction paire.

Partiell

Dans cette partie, on se propose de déterminéoetons def qui sont deux fois dérivables.
On introduit f une telle fonction.

1. Etablir que pour toufz,y) € R? : f"(z+y)+ f"(z—v) = 2f (@)f" ().
En déduire I'existence d’une constante régalleelle quevz c R, f/(z) = M f(z) .
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3. Résoudre suR I'équation différentielley” + 1y =0 en séparant les cas>0, ;<0 et =0.
4

Déterminer les éléments de qui sont deux fois dérivables.

Partielll

Dans cette partie, on oublie I'hypothése de déiiitalet on se propose de déterminer les fonctdmg qui
s’annulent tout en n’étant pas identiquement n@e.introduit f une telle fonction.

1. Montrer quef(0) =1 et quef s’annule au moins une fois si&".
2. On formeE = {z >0/ f(z)=0}.

2.a  Montrer queF admet une borne inférieure que I'on nate
2.b  Prouver quef(a) =0 (on pourra raisonner par I'absurde). En déduie g+ 0.

2.c  Montrer que ¥z €[0,a[,f(z)> O.

3. On posew :Zl et on noteg la fonction deR versR : z — cos(z ).
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3.b  En déduire, en raisonnant par récurrence;sgue : Vg € N, f[i] = g[i].

3.a Soitg e N. Montrer quef[%

2 2
3.c Démontrer aussiquép e N, Yge N, f[%] = g[%]_
3.d  Etendre cette propriété a tque Z .

4, On formeD, :{%/pEZ,qu}.



4.a  Etablir que tout réel est limite d’'une suitéléinents deD, .
4b Endéduirequ¢ =g.



