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I Fonction caractéristique :

Q 1. Par la formule de transfert, on a pour tout k € N* :

B (cos (2—tk£k ) = cos 2—5() P (e =1)+cos (—Z—tk> Peg=—1)
E (sin (%ek ) = sin 2_k) P(eg =1)+sin (—z—tk> Peg =-1)

B (cos (fer) ) = cos ()
B sin () =

~~

Par suite

D’autre part, on a

-t
. . , . L . 1€
Mais par indépendance des variables aléatoires ¢, et donc des e 2 k ona

noo.y n .t
E e x| = [ME (%%
(1) - e
D’ou l'égalité :

Ox, (1) =E <eitX”> = ﬁ cos (%)
k=1
sin(t)

n
Q 2. Par une simple récurrence, on montre que pour tout n > 1, sin (Zin) . Ccos <2—tk> = =
k=1

puis on conclut par la question précédente.
Q3. Soitt € R*. Comme Zi,, — 0, alors il existe n,, € N tel que Vn > ny,

n—-+o0

| (71 ; en particulier

Vn > np, sin (57) # 0 et par la question précédente,

x, (1) =

Donc @y, (t) e w = sinc (t). D’autre part, ®x, (0) =1 e sinc (0) .Donc la suite de

fonctions (P, ), converge simplement sur R vers la fonction sinc.
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Q 4. La limite simple de la suite de fonctions (@, ), est la fonction sinc qui est visiblement
continue sur R.
Q5. Pour tout k > 1, les variables aléatoires ¢ et —¢; ont méme loi puisque

{ P(—er=1) =P(g =—-1) = %

P(—er=-1) =P =1) =3

En particulier les variables aléatoires = >t et — 5t ont aussi méme loi.

Mais les variables aléatoires &1, ..., £, sont suppose indépendants ; donc il en est de méme pour
n

les variables aléatoires % B 2n et —4, ..., 2,1 Donc X, = % et —X,, ont méme loi.
k=1

Q6.Pourtoutn > 1lett € R,

e (t) =

Mais d’apres Q.1, Sx, (t) est réel, donc Re (Sx, (1)) = Sx, (1) .D'ot ¢, (t) = Sx, (£). Donc la
suite de fonctions (¢n),~, converge simplement sur R vers la fonction sin c.
Q7.0Onapourtoutn > 1,

©On <2n+17r) — éXn (2714—171,)

Et donc "
—_
sm( 7r) 140

n+1 : n+1 _
on (2111) —sine (2710m) =1 =50 o

D’ott (), ne converge pas uniformement sur R

IT Ecriture binaire

n .
Q8 Si (xf)lgjgn € {0,1}", alors @, ((xf)lgjgn) = jglxj.zn—l est un entier naturel, de plus

0 (epe) = Bl < 2

Par suite, Im (®,) C {0,1,...,2" —1}.
Q91Im (D) = A,.
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Q10 -Soitk € {0,...,2 —1} = {0,1}, alors on vérifie que @1 (k) = k,donc k € Im (®;) . Donc
la propriété est vérifiée pour n = 1.
- Soit n > 1 et supposons

vk € {0,1,...,2" — 1} ,k € Im (®,)
Etsoitk € {0,1,...,2" "1 —1}.
*Sik € {0,1,...,2" — 1}, alors par hypothese de récurrence, k € Im (®,). Doncil existe (x1, ..., x,) €
{0,1}" tel que k = @, (x1, ..., x,) ; donc

n
k = x;.2")
J
JZl
n .
— ij.2”+1_(]+1)
=1

n+1 )
= Xi_1.2n+1_l

=2

n+1 )
= Z yi.2n+1_l

i=1

ol on a posé
o xigsi2<i<n+1
S Osii=1

n+1 .
Donc (y1, ..., Yn+1) € {0, 1}”Jrl etk = bzlyi.Z”H_l =®y1 (Y1, Ynt1) € Im (D1 1).
5

* Supposons maintenant k € {2",2" +1,...,2"*1 —1}. Donc 0 < k—2" < (271 —1) — 2" =
2" — 1 ; donc par hypothese de récurrence, k — 2" € Im (®,,) . Soit alors (x1, ..., x,) € {0,1}" tel
que k — 2" = @, (x1,...,x,) ; donc

n .
k= Sx.2n 42"
j=1

— ixj.zn-l-l—(j—l-l) 4+ on
=

n+1 .

— X,‘_1.2n+1_1 4on
i=2
n+1

— Z yi.zn—i-l—i
i=1
olL on a posé
o xigsi2<i<n+1
Yi= 1sii=1

n+1 .
Donc (yl,..., yn—l—l) € {0, 1}n+1 etk = ,Zlyi'2n+1_l =0, (yl, ey ]/n—l—l) € Im (q)n—l—l)-
1=

D’ot1 I'hérédité. On conclut donc par récurrence que pour toutn > 1, on a

Vk € {0,1,..,2" — 1} ,k € Im (®,,).

3
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Q11 La surjection de @, découle de la question précédente ; d’autre part les ensembles de départ
et d’arrivé {0,1}" et {0,1,...,2" — 1} ont méme cardinal 2". Donc @, est bijective.

noy. n+1,,.
Q12 Soitn > letx = ]zl% € Dy, avec (x1,...,x,) € {0,1}”. Donc x = j;% avec

o xjsilgjgn
YiT\ O0sij=n+1

. Donc x € Dy, 41. Par suite Dy, C Dy 1. D’ot1 la croissance de la suite (Dy),,~1-
D’autre part, D C [0, 1], en effet, soit x € D et n > 1 tel que x € D,,. Alors il existe (x1,...,x,) €

n X n
{0,1}" telque x = ¥ % ; en particulier 0 < x < 3 % =1- 2% Donc 0 < x(1 ; doncx € [0,1].
j=1 j=1

On a donc l'inclusion: D C [0,1]

Q13 Soit (x,n) € R x N. Comme 2"x — 1([2"x| < 2"x, alors apres division par 2", on obtient
p p

x — 2%,([2;"] < x. Donc x — 5 {7, (x) < x ou encore

o (x) < {7t () + o

Q14 Soitx € [0,1[ etk € N*. Alors on a succéssivement les égalités :

2
—~
A
—~~

=
~—

|
A

|
[
—~~

=
~—
~

~
TN =
N
~
I
-
M~
NI
~.

=

—
Il
!

ko4
Or x € [0,1], donc 71 (x) = [x] = 0. Parsuite § L= = m; (x).
Q15 Soit (x, j) € R x N¥, alors d’une part,
dj (x) =27 (mj (x) = i1 () = [2/x] —2[277Mx] € 7

D’autre part compte tenu de Q-13, on a

Donc (x — %) —x(7j(x) — i (x) (x — (x — #) ou encore —%(n]- (x) =71 (x) (2]%1 Donc
)

—1{d; (x) = 2 (7r; (x) — mj—q (x)) (2.
Par suite d; (x) € {0,1}.

n .
Q16 Onax € Dyssi3(xy,....x,) € {0,1}" tel que x = ‘21% ssi 3 (x1,...,x,) € {0,1}" tel que
]:

n . n .
2"x = 1212”% = .212”_]x]~ ssi2"x € Im ®,. Maisona vuque Im®, = {0,1,...,2" —1}. D’out
= =

4
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I’équivalence entre x € D, et 2"x € {0,1,...,2" — 1}. En particulier 'application noté h,, définie
sur {0,1,...,2" — 1}, par hy, (k) = % est une bijection de {0, 1, ...,2" — 1} dans D,,.

Q 17 On vérifie aisement que ¥, = h, o @, est composé de deux bijection. C’est donc une
bijection de {0,1}" dans D,,.

Q18 Soitk € N*.

1 oy 1,0 mln(nk)x]
* 1 J— J—
Slngk,alorsx—?_ zlz——?<zl_j_ '21 Sh
= j= j=
*Gik < 1 al u ]’<n1_11 1 1 ook L0 etd
ik <n-—1,alors ‘72 5 < _72 57 = (1= 5% <? OHC;Z o = y( et donc
j=k+1 j=k+1 j=k+1
k n . k min(n,k)
SE P AR S DRI
2 ]:12 ]—k+12 2 =1 =1

1
On a donc dans tous les cas, x — 2k< Z

2] ; mais par positivité des x;, on a

in(n k x- Lox;
Z e
Donc
1 min(n,k) X
X — ?< Z E S X
=1
min(n,k) . min(n,k) . min(n,k) . mm(n k) .
Donc 2 ]Zl Sh < 2k (2K ]'21 5 +1.0r2 ]'21 5+ est entier ; par suite 2. j; 2; = [2%«]
ou encore
min(n,k) X [ka}
SR

Q19 Soitn € N*, alors

Vw e Q,Y, (w) = i =Y, (U (w),.. U, (w)) € ImVY,.
k=1

Mais par Q-17, 'image ImV¥,, = D,.Donc Vw € Q, Y;, (w) € D,. Mais D,, C D et d’apres Q-12,
D c [0,1[. Donc
Vw € Q,Y, (w) € [0,1]

Donc (Y, € [0,1]) = Q et par suite
P(Y, €[0,1]) = 1.

Q20 Soitn € N*etx € D,. D'apres Q-16, D, = {4, 0 < p <2"—1} en particulier Ik €
{0,1,...,2" — 1} tel que x = £ et puisque Y, (Q) = D, alors

P(Yn§—> 2P< ) (%)

5
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Mais compte tenu du Q-17, on a pour tout w € Q,

Vo (@) = ity (Y (@) = v ()

Mais ¥, ! (Y, (w)) = (U; (w), ..., U, (w)) . Donc

Vi (@) = 5 ss (U (@), U (@) =%, ()

ou encore

Yy (w) = 2]—n ssi (Ug (w),...,Uy (w)) = (a1, ..., an)

olion a posé (ay, ..., an) = ¥, ! (%n) .On a donc I'égalité des événements

(Yn = 2%) = ((Uq, ..., Un) = (a1, ...,an))

ou encore '
<Yn = zi) = (U = a1) Mo OV (U = ay)
Et par indépendance des variables aléatoires Uy, ...., U,, on a
]P’((Ul = al) N....N (un = an)) = P(Ul = Ell) P(Un = Eln)

Et comme chaque Uy suit une loi de Bernoulli de paramétre 3, alors

Donc P ((Uy = a3) N.... N (U = ay)) = (1)" . Par suite P (Yn = zin) = (1)". Donc compte tenue
de I’égalité (*) précédente, il vient

Donc P (Y, < x) = x + 5 ou encore F, (x) = x + 5.
Q21 Soitn € N* et x € Dy. Procedons de la méme maniére que dans la question précédente :
D’apres Q-16, D, = {% ,0<p <2t — 1} en particulier 3k € {0,1,...,2" — 1} tel que x = zﬁn et

puisque Yy, (Q) = Dy, alors
k k-1 ]
]:

6
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Mais d’apres ce qui précéde, on a pour tout j, P (Yn = 2,,) = (})". Dou

2 (n=3) ()

Donc P <Yn (%) = .. Par suite, on a

Donc

ou encore

Et compte tenu des deux questions précédentes, on obtient donc P (Y, = x) = (x + zln) —x.0na

donc 1 1
PYu=x)=5 =277
Vx € Dy, P (Yy = x) 2" card (Dy)

Donc Y, suit la loi uniforme sur D,,.
Q23 Soit w € Q.. Comme X,suit une loi uniforme sur D,, alors X, (w) € D,. Et par bijectivité
de ¥, il existe un n-uplet (V1 (w), ..., Vy (w)) € {0,1}" unique tel que ¥, (V1 (w), ..., Vi (w)) =

n
Xy (w) ou encore X, (w) = ¥ %
k=1

n
Donc Vi, ..., V,, sont des variables aléatoires telles que X, = % et chaque Vi (Q) = {0, 1}.
k=1

D’autre part, soit ¢ € {0,1} etk € {1,...,n}. Alors d’apré_s les formules qui donnent les lois
marginaux
P(Vk :E) = Z P(Vl 261,...,Vk_1 :Ek—lrvk =g, Vk—H = €17 ceer Vn = 571)

(€1, €k 1€k g 1soer 5,1)6{0,1}"_l
Mais comme V¥, est bijective, alors pour tout (1, ..., €x_1, €11, - €n) € {0, 1}”_1 ,
P(Vi=¢€1,..., Vi1 =1, Vik = &, Vi1 = €k41s s Vo = €n) = P (X, = x)

ouonaposé x =V, (€1, s €k—1, €, €k41s -+ €n). Et comme X, suit une loi uniforme sur D, et ce
dernier est de cardinal 2", alors P (X, = x) = 2% D'ott V (€1, ..., €1, €kt1, - €n) € {0, 1}”_1 ,

1
P (Vl = &1,y Vk_1 = 5k—1/Vk =g, Vk+1 = 5k+1/ ceey Vn = En) = e

par suite

1 1
> P(Vi=¢1,00, Vict = €1, Vi = &, Viy1 = €1, oos Vi =€) =2 1L = =

- 22
(51,...,£k,1,£k+1,...,£n)6{0,1}

Donc P (V = ¢€) = 1. Et donc chaque Vj suit une loi de Bernoulli de parametre 3.

7
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De plus les variables aléatoires V71, ..., V,; sont indépendantes, puisque V (1, ..., &) € {0,1}",

]P)(V]_ :gl,...,Vn :gn) — P(Xn :‘Zyn (51,...,5;1))
1
2n

IV Développement dyadique, étude asymptotique

Q 24 Soit n € N. Comme les Uy sont positives, alors Y;; < Y11 . D’ot1 les inclusions

{ (Yni1 < x) C (Yn < x)
(Ynr1(x) C (Ya(x)

et par croissance d'une probabilité :

{ P (Y1 <x) CP(Y, <x)
P (Yus1(x) C P (Yn(x)

. Donc F,11(x) < F; (x) et Gyy1 (x) < Gu(x). Donc les suites (F; (x)),~; et (Gy (x)),~; sont
décroissantes. - -
Q25Six € R, alors d’apres ce qui précede, les suites (F; (x)),,~1 et (G (x)),1 sont décroissantes.
De plus chacune de ces suites est minorée par 0, puisque Vn > 1, F,(x) = P(Y, <x) > 0
et G, (x) = P(Yy(x) > 0. Donc chacune de ces deux suites est décroissante et minorée, donc
converge. Donc les deux suites de fonctions convergent simplement sur R.

Q26 Soit x € DU {1}.

* Supposons x = 1 et soitn > 1.

D’apres Q-19, G, (1) = P(Yn(1) = 1. Or P(Y, <1) > P(Y,(1) puisque (Y, (1) C (Y, <1).
Donc P (Y, <1) > 1; et comme une probabilité est toujours < 1, alors F, (1) = P (Y, < 1) =1
Donc les suites (F, (1)),,~; et (Gn (1)),,~; sont constantes égale a 1, donc convergent vers 1.
*Supposons x € D. Donc il existe p € N* tel que x € D,. Mais d’apres Q-12, la suite (Dj,),,~ est
croissante. Donc Vi > p, x € D,,.

B 1 F.(x) — «x
Donc compte tenu de Q-20 et Q-21, onan > p, { F C(;C)(;) x—ic 2" Par suite G (x) ”_:OO N
n - " n—+oo

Q 27 11 suffit de traiter le cas x € [0,1[\D. Soit donc x € [0,1[\D et n > 1. Alors 2"x(2", donc
[2"x] (2", donc 2".71,, (x) = [2"x] (2", donc compte tenu de Q-16, on a 71, (x) € D,. Or d’apres
Q-13, 7, (x) < x(my, (x) + 2%,, donc 7, (x) (x (7, (x) + zl,, puisque x ¢ D,. Mais comme Y/, est a
valeurs dans Dy, alors (Y, < x) = (Y, < 7y (x)) .Donc P (Y, < x) = P (Y, < 71, (%)) ou encore
F, (x) = E, (7, (x)) ; mais comme 7, (x) € Dy, alors d’apres Q-26, F, (71, (x)) = my, (x), donc
F, (x) = m, (x).On a donc montré que pour toutn > 1, F, (x) = 7, (x). Mais d’apres Q-13, la

suite (71, (x)),,~, converge de limite x. D’ott F; (x) S
el n—-+00

Remarquons aussi que si x € [0,1[\D, alors Vn > 1, (Y, (x) = (Y}, < x) puisque Y, est & valeurs
dans D,,. Donc
Vn>1,Gu (x) =P (Yn(x) =P (Yn < x) = F, (x)

Donc
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Q-28 Montrons le par exemple pour un intervalle semi-ouvert I = ]a, 3] C [0,1]. Alors on a
Vn > 1,
P(Yacl) = P(a(Yy <)
= P((Yn < B)\ (Yu(a))
= P(Yu(B) =P (Yu(a)
= Gu(B) = Gu(@)
Mais compte tenu de Q-27,
CnlB) oo
Gh(a) — «
n——+00

Donc
P(Yyel)=Gy(B)—GCnla) — B—a=I(I)

Pareille pour les autres cas
Q-29 Soit f une fonction réelle et continue sur [0, 1]. Pour tout #n > 1, on a d’apres le théoréme de

transfert,
E(f(Yn)= > f(x).P(Yn=1x)

xeDy,

Mais d’apres Q-22, Y, < U (D,). Donc pour tout x € Dy, P (Y, = x) = 5.
Donc l'égalité précédente devient

B(f(Y) = 07 3 £ ()
Or d’aprés Q-16, Dy, = {ZL /ke{0,1,..,2" - 1}}. Donc

Mais comme f est supposé continue sur [0, 1], alors d’apres le théoréme sur les sommes de Rie-

manne, lnzlf( )n_:oo /Olf(t) ”

> 3 (&) o [ Fm

Finalement la suite (E (f (Yx))),>, converge de limite fol f(t)dt.
Q-30 On montre comme dans Q-16, que X, (Q) = {Zkﬂ /) =2t <k<onl— 1} .et ce dernier

Donc la sous-suite

est aussi de cardinal 2" et que X}, suit une loi uniforme sur I’ensemble { Zszil / - 21 < < on—-1 _ 1}
D’autre part, si t € R*, alors par le théoreme de transfert,

2k +1 2k +1
z cos <t. + ) P (Xn _ okt )
2" 2"
—2"*1§k§2"*1—1

9

E (cos (t.Xy)) =
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Mais on a vu que Xj,.et — X, ont méme loi, et donc compte tenu de la parité de la fonction cos, la
formule précédente devient :

211
2k+1 2k+1
E (cos (t.X,)) = 2. kzo cos (t. o > P <Xn = —on >

ou encore puisque X, suit une loi uniforme sur X, (Q) et ce dernier est de cardinal 2" :

on— 1_
2k+1
E (cos (£.X,)) = z cos( + )
_ . , 2t 2%k+1
Mais d’apres le théoréme sur les sommes de Riemanne, 5, 5 cos (tz—fi> = Ji cos (tx) .dx
k=0 n— 00
Mais 1
in ¢
/ cos (tx) .dx = o
0 t
Donc g
sin ,
E (cos (t.Xy)) pte p = Since (1)

Cette limite reste vraie pour f = 0 puisque Vn,E (cos (0.X,)) = 1. Donc la suite de fonctions
(¢n),>1 converge simplement sur R vers la fonction sin ¢
Q-31Pour f € ]0,1], on a succéssivement, les égalités

E (tY”> = t*.P (Y, = x) Formule de transfert
xED,
1
= o, » tearYy, —U(Dy)
2 xeDy

Donc par linéarité de I'intégrale

/01 E (tyn) A= 21_”xgs /01 . dt

Mais pour chaque x € D, ona fol t.dt = xlﬁ et d’autre part, d’apres Q-16, D,, = {ZL" /0 <k<2"— 1}.

Donc
1 Y}’l 1 _ 1
/OE(t ) dt = Z—Z% 1

Mais par le théoréme sur les sommes de Riemanne, %

S T = fol xlﬂ.dx ; et cette intégrale
k=0 nT" Moo

vaut In 2.
_ | Y,
Donc la suite extraite Zo T e In2. D'out [y B (£') .dt e In2.
D’autre part, en notant h, (t) = E (+*) pour t € ]0, 1], alors d’apres Q-29, appliqué a la fonction

f:x—1t%ona

B (£7) =B (f (Ya)) i /Olf(x) dx

10
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Mais
/lf( dx—/txdx—t_l
0 Int

Donc la suite de fonctions (/,,),,, converge simplement sur |0, 1| vers la fonction i : t —
D’autre part, les fonctions £, et h sont continues donc continues par morgeaux sur |0, 1] .
Mais comme Y, > 0, alors Vt € |0, 1]

-1
Int-

0 S tYn :eYnh’lt S 1
Donc par croissance de l'espérance, on a
Vi > 1, € 10,1, | ()| = ‘E (tyﬂ)) <1

Donc d’apres le théoreme de convergence dominé, on peut échager limite et intégrale, donc
1 1
G [y (8).dt = / h(t).dt
0

n—-+4oo JQ

1 1+ __
lim E(tY”>.dt:/ Q.dt
n—-+oo Jo o Int

Mais d’apres ce qui précede, la premiére limite vaut In2. D’ot1 fo =1 1 At =1n2.

ou encore

V Dénombrabilité

Q-32 Chaque D, est un ensemble fini ( de cardinal 2" ) donc au plus dénombrableet D = U .D,
neN*
est une union dénombrable d’ensembles au plus dénombrables, donc dénombrable.

Q-33 Comme f est bijective de N dans P (N), alors 'élément A de P (N) admet au moins un
antécédant n par la bijection f. Alors oubienn € Aoubienn ¢ A. Etles deux cas sontimpossible.
En effet :

*Sin e A, alorsn ¢ f (n).mais f (n) = A, doncn ¢ A;ce qui estimpossible.

*Sin ¢ A,alorsn € f (n).mais f (n) = A, doncn € A; ce qui est impossible.

Donc A n’admet pas d’antécédant par f ; ce qui contredit la bijection de f.

Q-34 Notons I I'application définie sur {0,1}", par T'(f) = = ({1}). Alors T est bien définie de
{0,1}" dans P (N) et on vérifie que Vf € {0,1}, (@ oT) (f) = fet VA € P(N),(To @) (A) =
A. Donc O est bijective et de bijection réciproque I'.

Q-35 * Si (xn),en € {0, 1Y, alors Vi € N, 0 < s < Z,}ﬁ et la série géométrique S Zfﬁ est
convergente de somme 1.

Donc la série ¥ 534 converge et sa somme 0 < Z st < 1. Donc ¥ est bien définie.

n=

211

k-14
Vk € N* 7Tk Z ];_]1-&-1 )

11



CPGE Corrigé de " épreuve de Centrale de Maths2-2019
RABAT. ANAIMI

Mais par I'encadrement du Q-13, 7ty (x) L Donc en passant a la limite dans 1'égalité précé-
n—-—+00

dente, on obtient
+o0 d

+1
Z ]2]+1

. . N
Mais par Q —15,Vj € N,dj;1 (x) € {0,1} Donc (dj44 (x))].eN €{0,1}etx =V <(d]~+1 (x))jeN> :
Donc x admet au moins un antecedent par V. Et cette derniere est donc surjective.
D’autre part, considerons les suites (xn)n20 et (yn)n20 telles que xo = 1,Vn > 1,x, = 0 et
Yo =0,Yn>1,y, = 1. Alors (xn),50 # (¥n),>o €t

¥ ((x0h0) =¥ ((90h0) = 3

Donc ¥ n’est pas injective.
Q-36 Notons

$1={(¥u)yzo € 10,1} /¥ ((xn),20) € [0,1[\D*}
Sy = {(xn)nzo e {0, 1} /v ((xn),>0) € DU{1} et (xy),5, stationnaire a 1}
S3 = {(xn)nzo e {0,1}" /v ((xn),>0) € D* et (x4),>( stationnaire a 0}

Et remarquons quelques résultats simples a montrer : 3.D,, C D41 et2.D, C D,_1. En particulier

3DCDet2DCD
* Injectivité de A:

Soient (xu),,50 (Yu) 0 € {0, 1} telle que A ((xn)p=0) = A <(yn)n20) . Alors les suites (X1),,~0 , (V) >0
sont toutes les deux dans I'un des ensembles S; (1 < i < 3). En effet raisonnons par 1’absurde et
supposons par exemple (x,),~o € S1 et (¥n),>q € S2.

¥(

Alors l’égahté A ((x”)HZO) =A ((y”)n20> devient ¥ ((x”)nZO) — —”X.) (*)

-Siy ((yn)@o) = 1, alors ¥ ((x4),0) = 3 € D1\ {0} .Donc ¥ ((x,),~o) € D*, et ceci contredit
I'hypothese (x5),>0 € S1

- Soit maintenant k > 1 tel que ¥ <(yn)n20> € Dy, donc ¥ ((x4),50) = w € iDy C
Dy, q.et¥ <(yn)n20> # 0 puisque (¥n),>o € S2 Donc ¥ ((x4),50) € D*, et ceci contredit I’hypothese
(xn),>0 € S1.De méme pour les autres cas.

Supposons donc (xy),,>¢ et (¥n), o dans Si. Donc I'égalité A ((x4),>q) = A ((yn)n20> équivaut

AW ((1)20) = ¥ (4)z0)

-SivY ((W%zo) =0, alors ¥ ((xn),50) = 0,alors Vi € N, x,, = y,, = 0.Donc (x1),>0 = (Yn) >0
- Sinon, I'égalité précédente se traduit par :

OO
z 2n+1 o z 2n+1
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Donc Vn € N, x;, = y,.En effet raisonnons par 'absurde et supposons l'existence de n € N tel
que X, 7# Yn et soit p le plus petit parmis ces entiers ; alors 1'égalité précédente, devient

Z 2n+1 - Z 2n+1

Mais x, # yp et xp, yp sont dans {0,1}. Supposons alors x, = 1 et y, = 0. Donc I'égalité
précédente devient :

1
+ =
p+1 1 1
2p+ z 2n+ " %+ 2n+
En particulier
z 1
1< Hp+l
et p+12n+ 2p+
. Mais
s S sy
w1 2n+1 — 1l p+12n+1 2p+1
Donc N
1 * 1
n %—F 2n+1 27+ n:%—i— 2
ou encore
+o0 1—
> T =
n=p+1 2n+

et il s’agit d"une série a termes positifs, donc tous ses termes sont nuls, donc Vi > p+1, y,, = 1.
Donc d’apres la remarque 2) faite ci-dessus, ¥ <( yﬂ)nzo) € D*. Ceci contredit le fait que (yx),~ €
S1. Donc Vn € N, x,, = y, ou encore

(xn)nzo = (]/n)@o-

Supposons maintenant (x,),>q et (¥u),>o dans Sy, alors I'égalité A ((x4),>9) = A <(y”)n20>

devient ¥ ((xz),50) = ¥ <(yn)n20). De plus
y <(y”)n20) € DU {1} et les suites (xy),~q et (yn),>q sont stationnaire a 1.

) v ((x”)nZO) =1 VneN, x, =1
-Si vy ((yn)n20> = 1, alors { v ((yn)@o) _q - D { Ve N, yy =1

(yn)nzo :
-Soit p € N tel que Vi > p, x, = y, = 1, alors I'égalité ¥ ((x4),,59) = ¥ <(yn)n20) devient

. Donc (xn)n20 =

1 11

z 2n+l + z 2n+1 z 2n+1 + Z 2n+1

ou encore

z 2n+1 z 2n+1
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ou encore apres changement d’indices :

P Xn—1 P Yn—1
n 2n

n=1 n=1

Donc avec les notations de Q-17, ¥, (xo, ..., xp—1) = ¥p (Yo, ..., yp—1) et donc par bijection de
W, on obtient (xq, ..., X,—1) = (Yo, .- Yp—1) DO (X4),50 = (¥n),>( - L'autre cas se traite de la
méme maniere.

Surjection de A : Soit x € [0, 1].

* Supposons x ¢ D*.

-Six =0,alorsx =¥ ((0)) = A((0)) € ImA

-Six # 0. Comme V¥ surjective, alors il existe (x,),59 € {0,1}" tel que x = ¥ ((x,),,) et

A ((xn)ys0) =¥ ((xn)20) puisqque x =¥ ((xn),50) € [0,1[\D*. Doncx = A ((x4),50) € ImA
* Supposons maintenant x € D* et soit p le plus petit entier naturel non nul, tel que x € D,.

-Sip =1,alors x = % = w =A ((y”)n20> ol ((y”)n20> est la suite constante égale a 1.
Donc x = ((yn)n>0) e ImA

-Sip > 2, Donc x s’écrit x = Z 5j,avec xp =1, sinon x serai dans D),_1. Donc apres changement
]_
-1 p—1
d’indices x = ZOZﬁ} ou encore x = 202]“, otonaposé yj =xjppour0 < j<p—1 Onaen
] =
articulier 1 = X, = 1. Distinguons alors deux cas : yp = 0 et yg = 1.
p Yp- p & Yy Yy
Supposons o = 0, donc

avec
Osij=p—1
Z]': yj+1810§j§p—3
lsij>p—1

14
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Donc
1

X = EW ((Z”)nZO)
Mais comme x € D, alors 2x =¥ ((z4),~) € D et (z4),>( stationnaire a 1, donc 3¥ ((zu),,50) =

A ((zn) o) Donc x = A ((21) ) € ImA.
Supposons yy = 1, donc

Il
| =
—_
_|_
=
M T
NS
N——

I
| =
_|_
=
M |
E.‘S
+|+
=] =
N——

1 +00 .
JZOZJH
avec
g Osij>p—1
Pl Yjsi0<j<p-2
1 . ’ N . PN T Zj pizl/jﬂ
Donc x = 5 (1+Y¥ ((21),50)) - Mais d’apres ce qui précede, ¥ ((z1),59) = 3 31 = Y 5571 €
- - :0 —

Dy—1 € D etde plus (z,), est stationnaire & 0. Donc 5 (1 + V¥ ((zn),50))
suite x = A ((2n),,50) € ImA.

On conclut donc que A est surjective. Donc bijective.

Q- 37 D’apres Q-34 et Q-36 les ensembles P (N) et [0, 1[ sont en bijection. Mais par Q-33, ’ensemble
P (N)n’est pas dénombrable, d’ou [0, 1| n’est pas dénombrable.
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